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内 客 简介 


本 书 介绍 了 近代 线性 偏 狂 分 方程 理论 中 的 一 个 重要 内 容 一 一 信里 
叶 积 分 算 于 的 昌 部 理论 及 其 在 偏 微 分 方程 中 的 应 用 全 书 共 分 四 章 。 
前 三 台 叙 述 基本 概念 、 分 布 奇 狂 的 微 局 部 分 析 以 及 伟 里 时 积分 算 子 的 
运算 。 最 后 一 章 介 绍 它们 在 徽 局 部 化 简 、 拟 基本 解 的 构造 及 解 的 奇 竹 
分 析 等 方面 的 应 用 . 
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序 言 


本 书简 要 地 介绍 传 里 叶 积 分 算 子 局 部 理论 的 基本 概念 及 其 在 
偏 微分 方程 中 的 某 些 应 用 我 们 希望 本 节能 够 作为 一 个 导 引 ， 帮 
助 读者 了 解 这 一 理论 的 基本 内 容 ， 从 而 为 接触 近代 文献 以 及 从 事 
有 关 的 研究 工作 做 好 必要 的 准备 ， 

全 书 共 分 四 章 。 第 一 章 叙 述 有 关 的 基本 概念 。 第 二 章 给 出 分 
布 的 森 性 的 微 局 部 分 析 法 ， 主 要 是 波 前 集 概念 及 其 计算 ,并 讨论 
了 伟 里 叶 分 布 的 波 前 集 . 第 三 章 讨 论 传 里 叶 积分 算 子 的 运算 , 并 
研究 了 傅 里 叶 分 布 的 表示 和 优 里 叶 积 分 算 子 在 索 伯 列 夫 空间 H' 
中 的 有 界 性 ， 第 四 章 介绍 傅 里 叶 积分 算 子 在 偏向 分 方程 中 的 应 
用 , 主要 是 拟 微分 算 子 的 微 局 部 化 简 、 双 曲 算 子 的 氢 基 本 解 的 构 
造 以 及 偏 微 分 方程 的 解 的 奇 性 分 析 等 。 

阅读 本 书 仅 需 具备 大 学 数学 专业 课程 中 有 关 微 分 方程 及 泛 函 
分 析 等 方面 的 知识 。 书 末 的 三 个 附录 概要 地 介绍 了 分 布 理论 、 微 
分 流 形 和 渐 近 展开 等 内 容 , 作 为 本 书 的 预备 知识 。 另 外 ,本 书 力求 
RREA EMER. 

在 本 书 的 编写 过 程 中 ,我们 得 到 了 谷 超 豪 教授 , 王 柔 怀 教授 和 
章 民 友 教 授 的 热情 鼓励 和 指导 ， 他们 仔 纪 审 阅 了 本 书 的 手稿 并 提 
出 了 许多 宝 责 的 意见 .在 此 书 得 以 出 版 之 际 ， 我 们 遵 向 三 位 老师 
表示 衷心 的 感谢 ， 此 外 。 还 必须 提 及 的 是 , 郑 绍 远 教授 于 1979 年 
夏 在 成 都 所 作 的 关于 傅 里 叶 积 分 算 子 的 系统 讲演 使 我 们 获 益 其 
多 ,并 且 也 是 促使 我 们 编写 本 书 的 一 个 重要 因素 ,在 此 向 他 致谢 . 

由 于 编者 水 平 所 限 , 书 中 错误 或 不 妥 之 处 在 所 难免 , 股 切 希望 
读者 给 予 指正 ,提出 宝贵 意见 。 
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第 一 章 Fourier 积分 算 子 的 定义 和 某 些 
基本 概念 


$L 引言 


自 大 十 年 代 中 期 以 来 , 随 着 偏 微分 方程 理论 的 发 展 ,出 现 了 拟 
微分 算 子 和 Fourier 积分 算 子 的 理论 . 它们 为 研究 线 竹 偏 微分 方 
程 中 许多 经 典 问题 ， 以 及 进而 研究 一 般 线性 微分 算 子 至 论 提供 了 
强 有 力 的 工具 ,并 且 , 这 一 理论 经 进一步 发 展 ,逐渐 地 被 应 用 到 非 
线性 偏 微分 方程 以 及 其 他 学 科 ， 本 书 的 和 且 的 仅 是 作为 一 个 导 引 . 
我 们 将 在 本 书 中 简要 地 介绍 Fourier 积分 算 子 的 局 部 理论 ,其 中 包 
括 : Eudid 空间 内 的 Fourier 积分 算 子 的 概念 ,主要 性 质 、 运 算 以 及 
在 线性 偏 微分 方程 微 局 部 理论 中 的 某 些 应 用 ， 另 外, 本 书 将 把 氢 
微分 算 子 作为 Fourier 积分 算 子 的 特例 ,在 多 处 进行 介绍 ， 

大 家 知道 , Fourier 变换 在 常 系数 线性 偏 微 分 方程 理论 中 起 闭 
重要 的 作用 .。 通过 这 种 变换 , 原来 自 变量 空间 中 的 微分 运算 转化 
为 对 侦 变 量 空间 中 的 代数 运算 ， 从 而 可 把 原 自 变量 空间 中 的 许多 
问题 转化 到 对 偶 变 重 空间 中 进行 讨论 ， 所 以 它 能 成 功 地 处 理 常 系 
数 方程 中 许多 困难 的 问题 (例如 基本 解 存 在 定理 等 ). 但 是 这 种 方 
法 对 变 系数 方程 却 是 不 适用 的 . 处 理 变 系数 方程 的 古典 方法 之 一 
是 《收敛 的 或 渐 近 的 ) 级 数 解 法 ， 如 所 周知 ,级 数 解法 的 局 限 性 很 
大 , 应 用 的 范围 不 广 ， 在 一 定 意义 上 说 ，Fourier 积分 算 子 以 及 拟 
微分 算 子 理论 就 是 为 处 理 变 系数 方程 问题 而 产生 的 现代 工具 、 它 
在 变 系数 方程 中 所 起 的 作用 与 Fourier 变换 在 常 系数 方程 中 所 起 
的 作用 有 些 相近 ; 同时 它 又 采纳 了 寡 级 数 解法 的 某 些 思想 ,并 加 
以 改造 ,使 之 成 为 一 种 捕 采 众 长 的 新 理论 . 

本 章 介绍 Fourier 积分 算 子 的 基本 概念 , 即 要 给 出 Fourier 积 


.1. 


分 算 子 的 定义 以 及 若干 基本 性 质 ， 在 此 之 前 。 先 在 这 一 - 节 讨论 两 
个 例子, 以 使 读者 对 Fourier 积分 算 子 有 某 此 感性 认识 ， 为 此 ,我 
们 把 这 两 个 例子 限制 于 常 系数 的 特殊 情形 . 
[ 例 11 考察 波动 方程 的 Cauchy 问题 
= — e(As)= 0 (r,#)€ R" x (0,+%o) 
aG, 0) = 0 rer aa) 
S G0) = G) 
将 (LUD 关于 * 形式 地 作 Fourier 变换 ,得 
= + sie m 0 
Ke, 0- (12) 
至 (5 0) = Kš) 
其 中 心 和 并 分 别 表示 # 和 了 关于 z 的 Fourier 变换 , 即 


ED) 一 全 “eve dx (13) 
JG) = (EP) az 
于 是 ,它们 的 逆 变 换 分 别 是 
u(z,r) = Ga)" fesoa yas (1.4) 
和 . 
JG) = (2a y" | PFE dE 
《1.2) 的 解 是 
aen 2007} 0 Cerit — zu) a.s) 


这 样 ，(1.1) 的 解 可 以 形式 地 表示 为 
: (z) = (2z)”" J| e=>esa09Caic|8| DAC dydE 


一 eye ffen aie ED ayas (1.6) 


[#]2] 考察 一 般 的 高 阶 常 系数 双 曲 型 方程 的 Cauchy 问题 
PCD:, 0)« = Krst) Gz,z)€ R° x (0,+%) 


Oe GaS rem im 0 ml (D 


其 中 


a é 
am (ay'a) EP ETIR, 


a=-8 D, =j, pe =Da...Des 
ü . r] Br z 对 z5 


la| = > ap at= mtel 
R=1 


De 8) È D, 及 9 的 区 次 多 项 式 。 用 p.(D.,8,) 表示 算 子 
P= VD;8) 的 mm 次 齐 次 部 分 ,并 称 为 P 的 主 部 , 在 (1.7) rh, 我 
们 假设 CD., 8,) 关 于 初始 曲面 z 一 0 是 王 阶 严格 双 昌 型 的 , 见 对 
任意 固定 的 非 零 二 E R。, pn(5, ir) = 0 X: z 有 和 个 相 异 的 实 根 
¿(PDG=1,2,-.-., m). 
对 (1.7) 关于 .x 作 Fourier 变换 ,得 
Í PEOD = KE) 


BEED — GE) i= 0l, 
m 


《1.8》 


它 的 解 是 
E,D = 3) EHE 


+Í go s&s — Eda (19) 


其 中 EKE) G = 0,1,…,m 一 1) 是 下 述 问题 的 唯一 解 
PS,0)Ei=0 


IE; 
PE, 0) ~ Bh 150ml 


为 对 (1.9) 进行 Fourier 递 变 换 , 先 讨论 (1.10) 的 解 EKE) 
所 具有 的 形式 ， 


(1.10) 


首先 注意 ， 由 严格 双 曲 的 假设 可 以 推 知 : E pE i)m 0 
关于 * 的 根 记 为 (8),…… ,rm(5)， 则 当 |5| 充 分 大 时 , 这 m 个 根 
也 互 不 相同 . 


事实 上 , 记 9 一 高 “= Tm ° = 则 方程 


PEsiT) 一 (ENA PoC in) + apii) 十 
+ a"po nig)} = 0 
可 化 为 
F(n,as 8) = Polni) + apu-Cip) 十 > 
+ a"p(ns, ig) = 0 
MARNE RE SHE m 方程 FC 和 ,0, p) 一 0 XFA 
有 互 不 相同 的 严 个 根 ak 一 1,…sm)。 从 而 


BE G 0, m) 0 


出 隐 函 数 定理 知 , 在 Cos 0) PRIETA k ARR wa(aya) 
满足 方程 Faaa) 一 0, 这 表示 当 = 充分 小 且 ? 于 加 的 邻近 时 ， 
Fa, P 关于 严 有 舌 个 相 异 实 根 .于 是 ,利用 单位 球 13| 一 1 的 
有 限 覆 盖 可 知 ,存在 M > 0, 使 当 |8| > M 时 , pir) 关于 了 有 
才 个 互 异 的 根 rE) (k= lym). 

这 样 , (1.10) 中 方程 在 人 | 2 M 时 有 如 下 形式 的 通 解 


EKE) = Ý) cia Bere aan) 
k=l 
将 (1.11) RA (1.10) 的 初始 条 件 之 中 以 定 诸 cE $ 
> EDGED = bin 
k=1 
1 一 0 1 一 a12) 
上 述 关 于 csGs》 的 方程 组 的 系数 行列 式 是 Vandermonde ff 
列 式 ,由 于 || Z M 时 rE) 互 不 相同 , 所 以 (1.12) 关于 cp) 
是 可 解 的 .这 就 表明 ， 当 |5| 2 M 时 ， 由 《1.11) 及 (1.12) 可 得 
(1.10) 的 解 EE) 的 表示 式 . 


. 4. 


AR (L9) 的 Fourier 六 变换 , 记 (1.97 中 一 般 项 ECE, Dó (ED 
的 Fowier MASUJE 

(a) = Gy" SPEKE DOKE G13) 
EBR KECI) EHIE <M ç = 1, R. 


supp $ C (E; |E] < 2M) 
于 是 


sD) = Gay" | yy PEE DOENE 


VIIM 
+ ry f uPA EDELE (114) 


上 式 右面 的 第 一 个 积分 在 有 限 区 域 上 进行 , 它 可 写 为 
af | Po EAE, io GD484y 


S12M 
一 j. K (x, y)ei(y)4y 


如 所 周知 , 当 |El < 2M 时 , 定 解 问题 (1.10) 的 解 ECE, D 虽然 不 
能 由 (1.11) 及 (1.12) 定 出 ,但 (1.10) 仍 有 唯一 的 C” 解 ， 因 而 ,上 
式 中 的 KKx，y) 是 一 个 C” 函数 , 以 它 为 核 的 算 子 是 一 个 光滑 算 
+. XAR (1.11), 在 (1.14) 右面 的 第 二 顶 积分 可 写 为 


站 Co OOO 


_ PACON eiD — HCEX) 
x Cal EKOE GEJE 
Cr 人 人 = G — yE) + CEN 


pF — (1 一 BEDEO 
上 式 又 可 写 为 


D ayh] eeenenas pasay — G45) 

k=1 

注意 到 WCE) 是 pu(E， ir) = 0 的 mw 个 互 异 实 根 , 它 是 的 
asa 


FARR. MA ple, y, ss D 也 是 点 的 齐 一 次 实 函数 再 
E onlen 9， 按 前 面 的 讨论 知 ，P(a。 0, u) 在 (9。0) KOBRA 
互 异 根 w(?，a)， 而 由 路 函数 定理 知 它们 是 解析 的 , 于 是 当 “ 充 
分 小 时 展开 式 
ileana) — Gn, 0)] 一 21 dilao" 
成 立 ， 由 此 知 

HDA = (lI 


一 > TCE) 
其 中 ra) 是 的 一 s KAREM 再 将 此 式 代 人 ar G, 1) 的 
表达 式 中 ,得 


aED — (1 — EDD | Yr Ga | 


= J RED a16) 
= 
式 中 , 当 | 引 适当 大 时 ，a9&(#,z)》 是 点 的 齐 次 函数 ; 且 随 着 1 的 增 
Ko E, D AT E DREN. BRE, P aE) 3 
F EREKE ano 则 a DCE.) 关于 E DEKE ai, — 1, 把 上 述 
结果 代入 (1.15)， 再 由 《1.9) 就 可 得 到 (1.7) 的 解 的 表达 式 . 
至 此 我 们 看 到 , 除 相差 一 个 合 C” 核 的 积分 算 子 外 ,上 面 两 例 
的 解 均 可 由 形 如 . 
A1) — fenaa ECEE G47) 
或 更 一 般 地 ， 由 形 如 
Ao = [herera PPG) 118) 
的 算 子 表 出 (在 《1.17) ROID 中 我 们 省 略 了 参数 )，。 由 此 可 以 
推 起 ,这 类 算 子 在 双 曲 型 方程 的 Cauchy 问题 求解 中 起 着 重要 的 作 
H. SAH Fourier 变换 方法 处 理 党 系数 方程 相仿 。 在 研究 一 般 
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的 变 系数 方程 时 ,我 们 常常 事先 假设 所 基 看 的 问题 具有 (1.17)( 或 
(1.18)) 形 式 的 解 ,然后 再 设法 定 出 所 需 的 x,5) (或 $Cx,y,5)) 
Aale, E) (或 a(x,y,5)), 并 说 明 形 式 解 确实 是 原 问 题 的 解 或 相 
差 一 个 光滑 算 子 .如 果 这 个 过 程 能 够 完成 ,那么 我 们 不 仅 得 到 了 解 
的 结构 表达 式 ,而 且 还 可 由 此 表达 式 对 解 进行 定性 的 讨论 .问题 在 
于 ,尽管 Fourier 变换 是 这 类 算 子 的 一 个 特例 ( 当 sx,58) = (rE), 
oz 一 工时)， 这 类 算 子 一 般 说 来 要 比 Fourier 变换 复杂 得 多 。 
因此 ,我 们 必须 对 这 类 算 子 进行 详细 的 研究 ,其 中 首先 是 (=, E) 
(或 ex,y,5)》 和 aCe) (或 a(*,y,5)》 的 讨论 , 算 子 的 严格 
定义 以 及 它 的 基本 性 质 , 这 是 本 章 以 下 各 节 的 内 容 ， 

我 们 将 称 这 算 子 是 (局 部 ) Fourier 积分 算 子 , 它 的 一 系列 性 质 
将 密切 地 依赖 于 函数 中 和 s。 在 本 书 中 我 们 限于 考察 bsna 8. 
于 较 简 单 的 函数 类 的 情形 .此 外 ,还 可 以 将 Euclid 空间 中 的 
Fourier 积分 算 子 理论 推广 到 流 形 上 面 去 , 从 而 建立 相应 的 整体 理 
论 ,这 在 本 书 中 将 不 涉及 . 


$2. 位 相 和 振幅 


Fourier 积分 算 子 不 但 出 现在 定 解 问题 的 解 的 表示 式 中 ， 而 且 
线性 偏 微分 算 子 本 身 也 可 以 用 它 来 表示 ， 例如 , 设 变 系数 线性 偏 
微分 算 子 2 为 


Kes D) = Fa) Dr 
lgm 
由 Dum 5 区 ， 形 式 地 就 可 将 上 述 算 于 写 为 
px, Du = Qy" | ew a) 
= Qe)" [<a EJE 


oo m (ay je sayas 
其 中 Kx 有 是 对 应 于 plx,D) 的 帮 次 多 项 式 , (5) 或 《x — y, 


.7. 


E) 是 关于 的 齐 一 次 函数 , 故 上 式 具有 (1.17) 或 (1.18) 形 式 . 当 
然 , 这 个 Fourier 积 分 算 子 形式 比较 简单 ,但 由 $1 中 两 个 例子 知道 ， 
它 的 “ 逆 * 算 子 却 可 以 是 十 分 复杂 的 Fourier 积分 算 子 ,其 复杂 性 在 
F: 首先 ，bCx,y,8) 及 aÇz,y,5) 将 随 荐 所 考虑 的 具体 问题 而 
蜡 ， 而 且 寻 找 它们 的 过 程 并 不 简单 ( 见 第 四 章 )， 其 次 ， 当 中 和 4 
确定 后 ， 出 它们 所 确定 的 不 一 定 是 经 典 意义 下 的 积分 (1.17) 或 
(1.18), 此 时 需 讨 沦 至 少 可 以 在 Schwanz 分 布 论 框架 中 获得 确切 
意义 的 条 件 . 

以 上 的 分 析 表 明 , 由 和 = 必须 限制 在 某 个 函数 类 中 ,在 本 节 中 
我 们 将 对 $5 和 a 分别 给 出 这 样 的 函数 类 ,它们 既 比 较 简单 ,也 比较 
典型 ， 在 本 书 中 ,如果 不 加 特别 声明 , 凡 涉 及 到 相应 的 由 和 a, H 
默认 它们 已 分 别 属于 本 节 所 述 的 函数 类 . 

为 简便 起 见 ,我 们 先 考 虑 如 下 形式 的 所 谓 振 荡 积 分 


J|eezace,oy ()dz49 (21) 
它 不 一 定 在 通常 的 Lebesgue 积分 意义 下 可 定义 。 


一 、 位 相 函 数 


定义 2.1 若 实 值 函数 Wzx,8),(*;6)eg X Ry\{0} (QCR" 
是 开 集 ), 满 足 如 下 条 件 , 则 称 #$(z,0) 是 OXRA) 中 的 一 个 
pR 

(1) (x,80)E CCA x RALO); 

(2) Ax, 0O 关于 6 是 正 齐 一 次 函数 

G) Ke KF r, 9 无 临界 点 , 即 

Vanglr sO) 0:  (z,0)€ Q x RO 

有 时 ,我 们 在 0 x RALO 的 锥 子 集 了 上 考察 位 相 函 数 ， 所 

调 0 x RALO) 的 子 集 了 是 一 个 锥 , 那 是 指 : A (z,0)€ Tr, Mü 
1) 如 果 函 数 Kz;8》 满 足 条 件 ， 对 任意 + > 0, 在 Q X RA) 中 成 立 ，KCry 
10) = 好 (zs6) (特别 此 处， 可取 零 及 负 值 )。 刚 称 为 是 关于 8 为 正 齐 ， 次 函 
m. 


对 任意 上 > 0 均 有 (z,6)€ P. BR, Q X Rw\{0} 本 身 也 是 一 
个 锥 .但 我 们 通常 阅 的 锻 是 指 它 的 真子 锥 ， 因此,. 若 定义 2.1 中 
的 三 个 条 件 仅 在 A x RAO) -DARET ER ME $r, 

记 cu= {(e6)e 0 1 X Ru\{0};belxz, 0) = 0} (2.2) 
它 是 位 相 函 数 pCx, 0) 关于 6 的 临界 点 集 ， GARE. 
另外 ,党 和 rs8) 仅 是 开 锥 了 上 的 位 相 函 数 时 ,定义 C, 的 表达 式 也 
相应 地 变化 为 


{Cz,0) ET; bolx,0) = 0} 

定义 2.2 若 位 相 函 数 中 还 满足 条 件 

(4) 在 C, EWE Zuodeor = Lytt N WENS n +N HE 
的 矢量 时 ,它们 是 线性 独立 的 ， G.3) 
则 称 # 为 非 退 化 位 相 函数 . 

[ 例 1] 上 节 例 1 中 的 $Cx,y,1,6) 一 《x 一 y5) 土 cI5lt 是 
R” X (0, 十 00) x RALO) 上 的 非 退化 的 位 相 函数 。 

事实 上 ,和 容易 验证 由 是 一 个 位 相 函 数 ， 并且 

一 {eps 8); -y= +< i: 2 一 1 

Co 在 0 一 Rw X(0,co)》 上 的 投影 是 


> Gu — yp = a r (2.4) 


它 就 是 波动 方程 的 特征 锥 ， 同样 可 证 Verono =l; ean 
在 Cs 上 线性 独立 , 故 由 是 非 退 化 位 相 函 数 。 


=. 振幅 函数 


(2.D 中 的 函数 o(*,0) 丈 为 此 积分 的 拔 幅 函数 。 最 简单 的 振 
幅 函 数 类 是 有 限 项 的 和 式 
a(x,0) = Za (z,8) 
其 中 aC) 关于 6 是 齐 j 次 多 项 式 .线性 微分 算 子 所 对 应 的 振 
司 就 是 这 种 情形 。 然 而 ,$1 中 两 例 表明 ，(2.1》 中 的 拔 幅 函数 应 
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该 取 为 无 限 项 在 某 种 意义 下 之 和 ,并 且 az, 9) 也 不 一 定 是 8 的 
齐 次 多 项 式 ,而 是 一 般 的 齐 次 函数 ,其 关于 6 的 齐 次 性 次 数 可 以 是 
负数 ， 因 此 ,作为 一 个 自然 的 推广 ,我 们 可 以 不 再 抬 a Kx, 0) 限制 
在 6 的 齐 次 多 项 式 的 范围 之 内 ,而 容许 它 为 8 的 一 个 齐 次 的 C" 函 
数 ,其 次 数 一 一 事实 上 ,我 们 还 可 以 作 另 外 的 推广 , 并 且 到 目 
前 为 止 已 有 许多 种 类 的 振幅 聊 数 被 研究 ,这 里 ,我 们 将 介绍 一 种 较 
为 典型 的 振幅 函数 类 Se 它 是 由 L. Hörmande™! 引进 的 ， 

定义 23 WRH p, 6 满足 p > 0, 3 < 1， 并 设 " 为 任意 实 
数 ， 若 函数 a(x,8) 满 足下 面条 件 , 如 称 它 属于 SZ, CQ x Rw) 业 . 

(1) a(xz,0)€ C°>CQ x Ry). 

《2) 对 任意 多 重 指标 e, P R O hi) K K, 存在 常数 
Copk > 0, E4 z€ K, 0€ Ry 时 有 


18883a(z:6)| < C, G + 10| yerta C25) 
当 ak SPACA X Rw) 时 ,也 称 = 为 Ss《0 x R.) 型 象征 ,或 
称 。 为 m 次 (p58) PRIE. 


ERRAR, S%.s《.Q x Rw) 可 简 记 为 S24, Æ 5 一 1 一 p。 
则 简 记 Shao 为 SZ. 特别 地 , Sp 简 记 为 s=, 并 记 


S52a— U Sha S53 = (1 sz, 
z m 


同样 我 们 也 能 定义 FTC9 X RAO) ER F RST), 
此 时 仅 要 求 〈2.5)》 在 了 中 成 立 。 此 外 , 我 们 也 可 以 把 定义 
2.3 中 两 个 条 件 内 的 Ry 改 为 Re\{6;|6| < M); 即 改 为 ee c= 
(G x RM6; 10] < M), 及 
|8286a(z,0)| < Cag lO Piet 
xE K,0¢€ Ry, |6| >M (2.6) 
此 时 称 “ 51383 08 0 RT sz 类 . 
定义 24 F a(x,0)€ COX Rw)， 称 集合 
{Cx,:0); (zy OJE supp a, 2 > 0} 27) 
为 a(z,0) 的 锥 支 集 , 记 为 cone supp a. 
[ 例 2] 改写 《1.6) 中 积分 为 


10 。 


Peena TT 工 _ 
jk Tug O E 


[oy rdsin PCE) 
ffe + M | s| OLE 


r-razza — ACE) 
+ fjes PESTI] ze fayas 
其 中 CENE Co(BRs), supp 0C(š;]£| < 2M), EH |El < Mi 
$8 王 1。 如 $1 已 指出 ,上 式 右面 第 一 项 是 一 个 合 c“ 核 的 积分 算 


子 ,又 在 第 二 项 积分 中 的 派 扯 o= AD 在 Re x Re。 上 属于 


S. 

[3] 若 a€ Slos bE Sras ÌE p= min(pi,p), 9 = 
maxK5 e), M) ab € Spg", 

[ 例 4] 若 a€ Spa, W) 6288 a E Spartan, 

[ 例 5] 设 28 为 R" 中 有 界 域 ,其 中 每 一 点 都 可 作 一 平行 于 z, 
轴 的 直线 与 On ix, 一 ra) AE RAR oCx,8)€ SPC X Ry)， 
BJ Ke, 0) = PIERO ç gg a(OX Ry), tM 一 (arr 

事实 上 ,由 ax,9) 594， 可 知 


j a(z',t,0)de€ SD 
ku 


又 由 (z,9) 的 表示 式 知 
[8203C 0< a E lakas 人 Cases Oael 


x 19583 人 aero6)dzf (2.8) 


EOD 肛 和 式 中 每 一 项 均 有 也 p — p, Daa HAS 


4 即 可 知 Cx,0)€ Shae 
[ 例 6] ARERR a... a € 55.s(0 X Ra), {是 R' 中 的 
一 个 C” RRM Ka(z,0),: a (z,0)) E Sk CQ X Ra). 
事实 上 ,由 于 aE Shim latta d, WRA x 限制 在 2 的 任 


-ila 


- 紧 子 集中 时 ,它们 就 有 界 , 从 而 开 m1，,"……s61) 及 其 关于 变量 ai 
的 导数 亦 如 此 ， 又 由 链 式 法 则 可 知 , 当 多 重 指 标 a, P 满足 |e| + 
JA < 工时 大 ca) 作为 (*,6) 的 函数 满足 wm 一 0 时 的 (2.5). 
为 证 明了 的 高 阶 导 数 485fCa,…… ,a 满足 佑 计 式 (2.5) (m = 
0)， 只 要 对 lej + 18| 施行 归纳 法 ， 并 利用 例 2 与 例 3 的 结果 即 
可 . 

又 考虑 9 -> coll (astera) 的 极限 点 集合 , E f 仅 在 这 个 
集合 的 某 邻 域内 是 C” 函数 , 则 f 对 充分 大 的 8 而 言 也 属于 Sp,. 

下 面 讨论 S, 类 的 某 些 基本 性 质 ,这 是 为 建立 Fourier 积分 算 
子 一 些 基本 人 性质 作 准 备 。 


一 、 变量 的 变换 
定义 2.5 设 0.，2, 分 别 是 R", R" 内 的 开 集 ,于 是 由 2 x 
Ru 到 9,XxRwe 的 连续 映射 
:0 X Ru, > Q, x Ry, 
Cr, E) > Cyn) 
ENER 1> 0, A PCa, 下) = (y, 2), MRE AEN- KB 


`am 9, X Ry 和 9, X Rw, 分 别 换 为 它们 的 真子 锥 Ti M, 
则 可 类 似 地 定义 由 T, 到 T, 的 正 齐 一 次 映射 . 

显然 ,于 为 正 齐 一 次 映射 意味 着 y 一 Xx,5) #I n = nrg) 
分 别 是 专 的 正 齐 零 次 和 正 齐 一 次 函数 ， 

定理 21 设 ee SE (Q, X Ry,), WEA x Ry, 到 9 x Ry, 
的 正 齐 一 次 C“ At. KUE E A 0 时 到 0, 则 当下 面 三 个 条 件 
之 一 成 立时 ,有 aW E Sma x Ry). 

G) e 士 5 一 1 

Q) p 十 32> 1， 且 上 述 Kx,§) MÆ z 的 函数 . 

G) p 和 8 无 限制 ,但 下 由 y= yG), = (8) 组 成 ,此 处 
(5) 是正 齐 一 次 函数 ， 此 即 表示 下 是 Q, — 0, 的 映射 了 一 yle) 
B Run, > Ry, 的 正 齐 一 次 映射 n 一 aE) 的 直 积 . 


sl. 


又 着 用 Ti 和 分 别 蔡 换 Q, x Ry, 和 O, X Rw,, 则 上 述 结论 
HRY. 
证 , 1E è — asp, 8t — (Ona), ba = (Bas), 有 


oap = Bn a S3 v bu 
Fi Ör 


ADA- Om 十 $i pdm 
r 8, ja OFr 


By; Om Əy; 
其 中 Br, Br” OE, 和 ai AE E ER 0,1, —1 和 0 次 函 


C29) 


BB Kx) = lëla (=, TE) EL O t| E K, R 


G= min lapl Ca= max aCe, 8) 
则 有 EK, È= EK, E=: 
GIEL < GE < CE] z€ K (2.10) 

由 定理 的 假设 ，C, > 0. 

和 由 此 可 以 推 知 3; 和 六 分 别 可 用 G+ A AHE 

Oy yom p Sy; í On 
去 估计 .从 而 K b Oz ŽE, 和 45 85, 分 别 可 用 (1 十 
IED Ë) m + 8,m + 1 p, m + 6 — 1 fim — kaki T 
是 :由 (29), 在 情形 (1) 时 Bu 和 8, 分 别 可 用 G + ||) 的 
m+ fam -— p 次 者 估计 .在 情形 (2) 时 ,由 于 aT 0, Pnb 和 
k 

Bswb 也 丰 与 情形 《1)》 同样 的 估计 ， 同样 ， 在 情形 (3) 时 ， 由 于 
Bri = o, li 一 0， 故 Bnb 与 662 的 估计 如 上 . 
E Orr 

RHH p jal + |8| < 工时 证 得 《2.5) 成 立 。 然 后 利用 对 
lal + 18| 的 归纳 法 , 按 上 面 类 似 的 分 析 就 可 得 到 5 的 各 高 阶 导数 
所 相应 的 《2.5)。 定理 证 毕 . 


=. Sr 的 线性 拓扑 结构 
Se X Rw) 是 一 个 线性 空间 ,在 其 中 还 可 定义 半 模 族 如 下 。 


-e 


取 & 中 的 上 上升 紧 集 序列 {Kj}; KO CKiCKimC… E 
U Ki = 9. 对 a(z,0)€ Sps 记 使 (2.5) 成 立 的 最 小 常数 Cope; 


> papila, BI 
Pagilal 一 Pn |G + la|) rtan aC) (2.11) 
seKjdeRy 


易 知 ,它们 构成 一 个 可 分 离 的 可 列 半 模 族 Lo, s lal), 带 上 贝 这 族 
半 模 所 产生 的 线性 拓扑 结构 之 后 ，S8.e(Q x R) 成 为 一 个 Fréchet 
空间 , 

下 面 的 定理 有 助 于 我 们 对 上 述 拓 扑 结 构 有 更 进一步 的 了 解 。 

定理 2.2 设 M 是 Fréchet 空间 SZA x Rn) HARR, 又 
m' > m, MEM E, ZA $ 3R+F, CA x Rs) 拓扑 以 及 
SZ (9 x Ra) 拓扑 ,三 者 是 等 价 的 .“ 

证 . EMERARA {es《x,9)}, 假设 它 按 S7C X Ru) $R 
IAFFE RI a —> 0 (S7). TE HERSHME a, P 以 及 
Q x Rw 中 紧 集 ，8468as《x,9) TERR E — a F Së, PH 
aa > OCC), MMEA as 一 0 在 Q X Ry 上 点 点 成 立 . 

现 设 (o) 是 允 上 的 点 点 收敛 于 零 的 序列 ， 由 于 对 是 SZ, 中 
的 有 界 集 , 对 任意 多 重 指 标 x, f 及 8 x R, 上 的 紧 集 已 ,存在 常数 
Mases 使 对 《x,9)e E UBER n, 一 致 地 有 186485a,(x,9)| < 
Mones ZË, las) 在 也 上 是 一 个 一 致 有 界 且 等 度 连 续 的 函数 列 。 
按 Arzela-Ascoli 定理 , 存在 子 列 lan) EE b-ga. 但 由 假 
设 ,在 Q x Ry 上 ，a* 一 0 点 点 成 立 、 故 在 E 上 一 致 地 有 a, 一 
0, 同样 ,由 M 是 SP, 中 有 界 集 的 性 质 ， 知 o 的 一 阶 导数 也 是 一 致 
有 界 等 度 连 续 的 , 因而 一 致 收敛 于 零 。 如 此 类 推 , 可知 a, 的 各 阶 
导数 在 上 一 致 收 伍 于 零 ， 再 由 E 的 任意 性 ,有 as 一 (CA x 
Ry)), 

再 证 aa 一 Spa), 即 需 证 对 任意 8 > 0, 任意 多 重 指标 a, 8 
DE ES KCO, 存在 N, 使 当 n> N, (z,0)€ K x Ry bis 

{1 + i0|w'telion6 | 82831,| < e 

由 于 {es}CM， 故 存在 常数 Monks EA 


. 4. 


1+ 101) "es Osa < Mape V(x,9)€ K X Ry 
XA m >m, HERD e, B, K, FE 0, > 0, 使 当 19| > 6, Bi 
Masx(l1 十 1891)" < 8. RAMH z€ K,|0| > 0, 时 有 
(1 + 191D) rele | BOGael 
= (+ [PEC + j9 |+] akaga} < 
但 另 一 方面 ,由 上 已 知 , 当 |9| < 6, z€ K 时 一 致 地 有 588go, > 
0, 故 存在 N, 使 当 ”之 N 时 有 
G + [09t] sa] < e 
结合 上 面 两 不 等 式 ,就 得 a 一 OSR). EEE. 
由 此 定理 可 以 推 知 , 对 于 5%,s 中 任 一 函数 , 可 用 553 中 函数 
列 按 sZ, 拓扑 有 还 近 , 亦 即 我 们 有 如 下 的 定理 ， 
定理 2.3 按 S24 拓扑 , 523 在 SE I 中 稠密 ,此 处 mw' 是 大 于 
的 任 一 实数 . 
ME. 设 a€ S?.s(@ x Ru), 取 HOJE CECR), 0 < KOS 
1, supp C{0; |0] <6,), BEO = 0 W) p = 1, 对 任意 8 > 0 
(s <1), fE a,Çz,0) = #(e0)a(z,0), MU alr 0E S53, X 
8,a,(z,0) = P(s0)8;,a(z, 0) 
8,a,(z,0) 一 ed(sg)a(zs9) + $(e0)8a(z,0) 
886jas(r,9) 一 D C.,..s"qQ2eD(s0)8FBPa(z,0) 
vatia 一 al 


注意 , 当 om 天 0 时 ,对 19| > L, pea) = 0, 而 对 191 < f, 


有 不 等 式 
G + JO yem < (. + sy Mee 


T 
š 


— (E + Ye nC 
因此 有 . 
G + 101) moiree | 8288a Cz,60)[ 


<c{ X) G+ 0esei|gus5(e9)1 


Yarl Heale el 
ak 
x G + Io 098gel 


1 


+ EOXI + OLJ 823a L} 
<c Lagata 十 181)roreeareal18888al 
+ ge + oreeroalasago ] 
<c > Ceg) + ol) mem 8sal 


lan+je,=1J 
为 简便 起 见 , 在 上 述 一 系列 不 等 式 中 ,我 们 均 用 了 同一 个 C 表示 各 
种 不 同 的 常数 因子 (在 本 书 中 我 们 将 常 呆 用 这 一 作法 ,并 不 每 次 声 
明 ). 

由 于 Ao) 及 其 各 阶 导数 有 关于 e 一 致 的 界 , 故 上 面 不 等 式 
表示 [a] 是 sZ, 中 的 一 个 有 界 集 , 另 外 , 当 s ->0 时 ,显然 aCe 
6) 在 Q x Rs 上 逐 点 收敛 于 Cz, 0), 利用 定理 2.2, 就 有 os 一 
ACS). ERNER, 

由 定理 2.3, ARATE RA RE, 可 以 得 到 
下 面 的 线性 喘 射 扩张 定理 。 

定理 24 记 5, 一 {a(x,0);a€ CAA x Rw)， 且 当 16| 充 分 
大 时 a 一 0}。 设 工 是 由 5 到 Fréchet 空间 忆 的 线性 映射 ; 且 对 任 
意 * 而 言 , LFS 上 关于 由 SZ, 诱导 出 的 拭 扑 是 连续 的 。 则 工 可 
以 唯一 地 扩张 到 S7。 上 ,使 得 它 是 SZ, 到 的 线性 映射 , 且 对 一 切 
m, CE Sta 到 也 中 的 连续 映射 

证 . 任 取 ¿€ Sa, MEERE m f a€ SPa fE aCe, 6) 一 
4s6)a(z,6), 此 处 %s6) 如 定理 2.3 的 证 明 中 所 示 。 于 是 cs(r， 
OJE S73, H. od,0) — a(z,0) (S), m > m. 

又 a(z,0)€ S 从 而 由 定理 的 假设 , (La,) 是 中 的 Cauchy 
序列 ,因而 存在 极限 属于 F， 将 此 极限 定义 为 Le， 这 样 就 完成 了 
工商 S34 上 的 扩张 。 容易 证 明 这 个 La 其 实 不 依赖 于 5。 中江 近 于 
= 的 a, 的 取 法 . 

显然 ,由 原来 工 的 线性 性 质 以 及 上 述 极限 的 唯一 性 ,可 得 扩张 
后 的 映射 荆 仍 是 线性 映射 为 证 工 按 SZ, 拓扑 的 连续 性 ， 取 序列 


rs 


dants Ë as € SE, B. m 一 a22 0(S%.s), 由 定理 2.3 的 证 明 过 
程 可 知 (oo) 一 0a POCS) RI e ERIE. IB Car), 一 ok 
So 由 了 在 S, 上 关于 Sro 拓扑 的 连续 性 ,有 Lian) — a 1-2 


ME) e 一 致 地 成 立 ， 于 是 再 令 s -> 0, RA LCa 一 2 
0(F), 即 La,— Le(F)。 定 至 得 证 . 


三 、 渐 近 展 开 


前 面 已 经 提 到 ， 一 个 振幅 函数 从 形式 上 汐 可 以 是 不 同 次 的 章 
次 函数 的 无 限 项 之 和 ， 一 般 诬 来 ,这 级 数 不 一 定 收敛， 此 时 ,我 们 
设法 按 渐 近 分 析 的 思想 把 此 级 数理 解 为 某 个 振幅 的 新 近 展 开 式 。 
关于 渐 近 展开 的 概念 可 以 参见 本 书 的 附录 三 。 在 这 里 , 我 们 将 用 
它 来 具体 研究 振幅 函数 的 渐 近 展开 问题. 

定理 2.5 设 {mh i 一 0,1,"… 是 一 个 单调 下 降 地 趋 于 一 co 
的 实数 序列 ， 又 设 ae Sp, 一 0,1,"…, 则 存在 a€ SP%， 使 对 
任意 正 整数 1 总 有 


a 一 > a € S, (2.12) 
并 且 , 若 另 有 满足 上 式 的 we 52%， 则 一 ee S53， 记 为 


a=a modS;3 
UE. ARARAT QW EJE SEPES[ {Ki}: K, CK,C:--, 
UK, = 9, 又 取 Wc)e CR), CE |z| < RAE Eiri > 


1 时 为 1， 再 设法 取 单 调 上 升 日 尼 够 快 地 赵 于 +o 的 实数 序列 
(r), 便 得 对 一 切 满足 lal + |8| +; <; Map, i Ri, 8 z€ 
KK; 时 总 有 


lat; ( g (IEL) aE, 0) < 2 + olrre C2.13) 
T; 
最 后 令 


«0) = Dol ) eo aa) 
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则 可 证 明 aCz,9) 就 是 定理 中 所 要 求 的 . 
先 说 明 存在 满足 《2.13) 的 单调 上 升 地 趋 于 co 的 实数 序列 
(rp. 


由 Ks) 的 作法 ,只 要 所 有 忆 都 >>1, 则 fo (je 上 g£ sto i 
总 有 界 ,所 以 p (181) Ks,0)e sph, BAERE ri OER 
数 Caw， 使 当 (#,0) < K, x Ry 时 有 
aa p (181) a 30) )| < Cans G + Jo mre 


= Capiki + [OLP 
x (1 + 18| Yolen 
今 选取 上 升序 列 {zij}， 要 求 它 满足 只 要 lal + 18[ + i <; 就 
有 
Can ( + ay” Tea KT 

由 于 对 固定 的 j 而 言 , 满足 条 件 |c| + 18| +i <i 的 ws p, i É 
有 有 限 多 个 ,因而 , 只 要 再 注意 到 mi 一 mi-, < 0。 就 知 总 可 以 取 
得 到 所 需要 的 上 升序 列 (ri). 

这 样 ,对 K, x Rx 中 任意 一 点 (x9), 当 0 M (0| > Tri 
时 ,只 要 al + 18 Wasi ME Cana Q + LOP < 
2 而 当 8 WE < E: 时 9 (181 2) =o, 所 以 ,对 满足 la| + 
Iel + i<j 的 asesi, Gs OJEK: X Ry 时 (2.13) REN. 

下 而 来 证 明 由 (2.14) 作出 的 (z, O 满足 定理 中 的 要 求 .为 
此 先 要 注意 ,对 任意 固定 有 界 范围 内 的 9 而 言 ,只 要 ; 适当 大 就 有 
p(l) — 6. 所 以 在 o x Bw 中 任意 紧 集 上 看 ,由 (214) BB 
表示 的 级 数 实 为 有 限 项 之 和 。 因 而 ,由 (2.14) 所 表示 的 Ce, 0) 对 
任意 点 (<,9》e 0 x W, 是 存在 的 ,并 且 无 穷 次 可 微 . 

ERa, 6 RRR KCO, 存在; G KCK, MERTA 


"18. 


U, É b= max(]e| + 18| + I) 有 
[otoa = 3; a)| < ato (e (1) e) 
+ [oza oCh) 
+ Jaa Z oCh) 


=] + Il + III 
当 19| > na B= 0HE BE (EL), we 人 (121) 每 一 个 的 
Xerus 十 二 9L < 1， 就 不 难看 出 


I< Camel + {Oyeritasl YCx,0)€ K, x Ry 
开 是 有 限 项 之 和 ,其 中 每 一 项 都 有 类 似 上 面 的 估计 , 故 也 有 

US CZ aK (1 + |0|)% etl YCz,0)€ K; X Ry 
HFM, Joh EFF — JN f lel + il i< j+ <j, H 
(2.13), 有 


ms È, 2-iC1 + |0|)%;i— elan 


< (X i)a + jayna 


< C. Kl + 18| yrei 
V(x,0)€ K; X Ry 
合并 上 面 三 个 不 等 式 , 可 知 当 《zy8)e K x Rw 时 有 


' 
| 8:03 (e -5 ai)| Cupk(1 + |0| Ym elttsla 
= 


这 样 ,我 们 就 证 明了 (2.12)， 又 特别 取 1 一 0, 即 得 a € Sz% 
最 后 ,着 有 另 一 sz,8)6 SP ÑD EGA a P 2.12) 也 成 
立 ， 
ECO) ~ ala0) = (Do) — (a — D a) 
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由 假设 ,右面 两 项 均 属于 Se 所 以 a 一 ee SZ, FHI ER 
EAR oj 一 co (单调 下 降 , 趋 于 负 无 穷 ), 有 d 一 ae S23。 定理 
证 毕 。 

定义 26 设 {mj},i 一 0,1,.… 是 一 个 单调 下 降 地 趋 于 一 co 
的 实数 序列 。 又 设 ae Se, a€ Sm%。 若 对 任意 正 整数 1, 有 a 一 
Daie SRi, MIRR 2 as 是 a 的 渐 近 展开 《 式 ). 记 为 


i<1 


T 


a(x,0) ~ > az, 0) (2.15) 


= 
由 定理 2.5, 在 mod S73 F 803 B83F B0OBORBS 8 8 E nË — 
的 。 
按照 定义 2.6, 对 于 ee C”, 要 验证 。~ D) sj， 需要 对 任意 
非 负 整数 1 验证 函数 。 — > a 具有 估计 式 (2.5)( 当 1 一 0 时 ， 


了 < 
《2.5) 意味 着 a € S74)、 这 无 疑 是 十 分 烦 杂 的 , 但 使 用 下 面 的 定理 
2.6 将 能 篇 化 这 一 验证 过 程 . 
先 证 下 面 引 理 . 
引 理 2.1 $ Ko K, 是 妇 中 两 个 紧 集 ， 且 KoCRR， (R, 表示 
K, 的 内 点 集 )、 又 设 f(x) 是 K, 的 邻 域内 的 二 次 连续 可 微 现 数 ， 记 
WI = (sp 221892, i= 0,1,4 = 0,1,2 


则 有 
ARY < AEA + IA (2.16) 
其 中 C 仅 与 K 至 K, HARRERAK M5 1 及 K K, 的 具体 
选取 无 关 ， 
证 . 记 天 ,的 边界 是 my 于 是 8 一 dit(Ka T) > 0. 当 x€ K 
E |Ax| < B$, z + Ai 一 (zt H Atiga Xa) E Kis 
Kx + Ai) — IG) = 8, (z) > Az, 


2 


+ 8 G + BAR) ` Ah 
设 AL, ME SATE EUR IIE 的 定义 可 知 (2.16) T 
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BAA CR). Az, = = ( AE, a), Mh EARE 
MANLY < c liecut + AR 
KiW 1,2,.., n, 由 上 式 即 得 e0. 引 理 得 证 。 
定理 26 设 {mj},i = 0,1, 单调 下 降 趋 于 一 co, ax(x,0) 
E SPACO X Ry), a(z,0)€ CCO X Rnw)。 若 下 面 两 个 条 件 成 立 ， 
则 ac Sms, B a~ > aj. 


《1) 对 任意 多 重 指标 c,8 及 Q 中 紧 集 区, 均 相应 地 存在 实 
常数 上 及 正常 数 C. E (xz,0)€ K x Rw 时 有 
18t8ša(z,0)| < CO 十 1891) (2.17) 
(2) 对 9 中 任意 紧 集 天 ,存在 单调 下 降 地 趋 于 一 co 的 实数 序 
列 {m] 及 正常 数 序 列 {C1}, 使 当 (z,0)€ K x Rw 时 , 对 任意 正 
整数 有 , 
Lee9) 一 六 a (z,0)| < C (1 + (OL (2.18) 


证 ,由 定理 2.5, 存在 OCz,0) ES, 使 有 6。 ~ > on ER 
H 
们 能 证 明 Cx,0) 一 (zx,9) 一 2x,0) € 553, Wa = b + r€ Sp， 
县 
a— Da=6— D,a tr Esih 
4< i<t 


a~ Sja 
从 而 定理 便 可 得 证 . 
由 条 件 (2), 对 任意 紧 集 KCO, 4 (z,0) € K x Rs 时 有 
Ir| < la — D a| + |ë — Bol < Cia + ep” 
EE 了 了 < 了 
其 中 a; max (m, mr)， 它 也 是 单调 下 降 地 趋 于 一 co 的 , 由 的 


任意 性 ,上 式 右 边 的 指数 a, TER v r 是 任意 正 数 . 
另外 , 由 条 件 (1) 及 5 的 性 质 , HEROES KCO, 存在 正常 


.21. 


BC 及 实 常数 z, 使 当 Cz,0)€ K x Ry 时 有 
|8262r(z,0)| KC t a lal + || = 2 
现 取 紧 集 K,— K x (0), K = K' XU, 此 时 为 0 中 男 一 
EE B KCR; U 一 {6 十 |a] <t); 则 由 引 理 2.1 知 ， 
当 le 十 中 一 1 E. (z,0)€ K x Ry 时 有 
1880r 0) < CANER + rig 
< Casup (1+ j8 + |) Gp C1 + |0 +a 
+ RAG + j8 + n|)”“?) 
其 中 C1, C, 50 ER. 
为 得 所 需 的 估计 ,自然 只 需 考虑 191 为 道 当 大 的 情形 ; 故 不 妨 


设 19| > 2。 注 意 到 人 al <, FEELS | + a] < 216]. 将 此 


关系 代 人 上 式 , 再 由 s 为 某 一 常数 ,z 为 任意 正常 数 , 即 知 
18s65r(z:6)| < GU + [ep7 
lal + ifl = 1, (x,0)EKX Ry 
此 处 ”为 任意 正常 数 。 再 对 |a| + 18| 用 归纳 法 可 以 证 得 上 式 对 
任意 多 重 指标 成 立 。 这 就 表示 "(z,9)e 553。 定 理 证 毕 。 
由 定理 2.6 的 证 明 过 程 可 得 如 下 的 推论 。 
推论 21 设 a(xz,6)€ C%(Q x Rw)， 若 它 满足 下 面 商 个 条 
件 , 则 a € S;3. 
(1) ”对 任意 多 重 指标 a, 8 以 及 @ 中 紧 集 K, 存在 实 常数 z 
及 正常 数 C, EH (z=,0)€ K x Ry 时 有 
16858ge(z。 O)| < CA + 19|) (2.19) 
Q) 对 0 中 任意 紧 集 KK 及 正常 数 >。 存 在 正常 数 C, E4 
(z, OJEK x Ry 时 有 
|a(z,0)| < C'A + |61|)” (2.202 


53. 振 荡 积 分 


现在 来 研究 上 节 开始 所 提 到 过 的 一 个 问题 ， 即 讨论 如 何 给 


eRe. 


QD ERER RI 
L.Ga) = ffermas, Oyu la)dzdð GD 


以 确切 意义 。 在 此 基础 上 ,我 们 再 来 讨论 积分 ,(3.17 的 一 些 基本 性 
质 。 


一 、 振 荡 积 分 概念 


在 以 后 的 讨论 中 ,我 们 总 设 (3.1) 中 的 #(z,0) 是 上 节 所 定义 
的 实 值 位 相 函 数 ， 而 振幅 鲨 数 e(z,9)e SR x R), 并 认为 
p> 0, 5 <1, 我们 首先 想 要 说 明 , 如 果 对 L.G) 适当 地 赋值 ， 
s> 1sCaw) 可 以 定义 一 个 Schwartz 意义 下 的 分 布 , 因此 ， 就 总 
认为 《3.1) 中 的 z(a) € CF(Q)， 这 样 (3.1) 如 果 发 散 , 则 问题 必定 
出 在 积分 变量 9 E. 

显然 , 当 m < 一 N 时 积分 (3.1) 是 收 钱 的 但 当 m 是 任意 实 
数 时 ,积分 (3.1) 一 般 发 散 。 然 而 为 了 下 面 讨 论 及 应 用 的 需要 , 还 
是 要 利用 表示 式 (3.1), 并 给 予 此 式 以 合适 的 意义 . 

把 (3.1) 视 为 映 庙 a > Cas). 显然 , 当 。 属于 定理 2.4 中 
记述 的 函数 类 56, 即 

S, = (a(z,0);a € CC9XxRw)， 当 18| 充 分 大 时 一 0 (32) 

时 ,积分 (3.1) 收敛 ,从 而 映射 a> Te(ax) 有 意义 ， 现 设法 将 此 
BETI SA, 上 ,其 中 mm 是 任意 实数 ， 如 果 这 种 扩张 得 以 实现 ， 
县 扩张 后 的 映射 仍 用 《3.1) 来 表示 ,这 样 也 就 赋 以 《3.1) 确切 的 意 
XT. 

为 实现 上 述 扩 张 , 先 介绍 如 下 引 理 . 

引 理 3.1 对 实 值 位 相 函 数 p(x, 9), 存在 一 阶 偏 微分 算 子 


x a 
8 8 

L= > i > 五 一 -十 中 3.3 

2180, A on G3) 


使 得 Le = cz， 其 中 aje SCO X Ra); bj C € S2(O x Ry), 
工 是 工 的 形式 转 置 算 于 。 
证 , 因 p(x, 0) 是 实 值 位 相 函 数 , 故 
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x a . 
1e} > (pa) + >; (wo G3.4) 
= fi 


关于 8 是 正 齐 二 次 函数 ,是 9 关 0 时 不 为 零 . 所 以 它 的 个 数量 在 
8 六 0 时 有 意义 , 且 关于 6 为 正 齐 一 2 次 函数 ， 

由 于 中 的 导数 在 原点 处 有 奇 性 ， 故 取 X6)e CR), GE 
零点 附近 为 1, fE 


x " 
,0 ,0 
=> a + S amd 3.5 
M= og E 2i Bx G) 


其 中 
a; = —¿(1 ~ X)#l0|*#s € SCO x Ry) 
b= —i(1 — X)0$,; € SQ x Ry) 
从 而 有 Mem e, SEA L — 'M , 此 工 就 具有 3 引 理 中 所 要 求 的 
性 质 ,这 是 因为 由 (3.5) 及 工 二 ‘M，,， 有 
aj= —at S(O X Ry), b= —5 € S(O x Ry) 


c=x— > (ape 一 > GD € SCR X Ru) 
=1 dul 


引 理 得 证 。 

推论 3.1 由 (3.3) 所 确定 的 算 子 工 是 由 Spa P Ser 的 一 个 韦 
续 映 射 , 此 处 + = min (p,1 — 8). 

由 工 的 系数 所 属 的 函数 类 , 即 可 直接 验证 所 述 结论 ， 

下 面 两 个 定理 就 给 出 上 述 所 需 的 扩张 。 

定理 3.1 对 于 任意 a(x,9)& S2,, m 是 任意 实数 ,极限 


ACEO uE C(O) (3.6) 


存在 , 且 此 极限 与 的 具体 选取 无 关 , 只 要 求 (8)e c2(R,) B # 
8= 0 附近 为 1. 
WE. 记 a,(z,0) = #(s0)a(z,0)€ So FERD 


Iau) = ECOLO G7 


存在 ,又 考虑 映射 工 ;5 3a (aa) € C, CERERA, 而 


eas 


且 用 下 一 定理 证 明 中 的 分 部 积分 法 可 知 它 关 于 SZ, 拓扑 是 连续 的 
(m 是 任意 实数 )。 于 是 ,由 扩张 定理 2.4、 此 映射 工 可 唯一 地 扩张 
H Sio Eo 且 此 扩张 关于 SZ 拓扑 连续 (m 是 任意 实数 )， 将 此 扩 
张 仍 记 为 Iou), BAHT ee Shas M ac(x,0) — a(z,9) 
(SZ), m > m， 因 此 , 按 定理 2.4 的 证 明 , 有 
Iau) = limI gas) 

定理 证 毕 。 

由 此 ,我 们 就 以 (3.6) 来 作为 “振荡 积分 ”(3.1) 的 定义 ， 此外， 
还 可 以 进一步 将 (3.6) 表示 成 更 具体 的 通常 的 积分 . 

定理 3.2 若 如 前 述 ，e > 0。6 < 1， 则 定理 3.1 中 所 得 的 扩 
K Iau) 可 表示 为 


lalau) = ffesnr ala Juta) Yarao (3.8) 
此 处 aE Sho, 天 满足 m — kt < —N,z: = min(e,1 — 8), MAT 
工 则 如 引 理 3.1 所 述 。 
HE. 仍 设 a,(z,0) 一 p(e0)a(z,0)€ So 由 分 部 积分 有 
Isla) = ff EDL a(x, yule} )dxa0 
其 中 大 满足 m 一 k < 一 N，。 由 定理 3.1， 
1an) = mIo) 


= um|| enraCa Ge 0yu(0))4za0 


in 

另 一 方面 ,对 任意 m > m, A mu(z;6) -> a(z, OSK). F 
用 推论 31， 得 Lau) -> Et(ax) (SETY), I k E 0 E 
得 w 一 外 过 一 NW， 从 而 积分 | e409LACow)dxa9 kak, Bh 
Lebesgue 控制 收敛 定理 有 (3.8) 成 立 . 

注意 到 m' 可 以 是 大 于 z 的 任 一 实数 ,因此 只 要 取 不 满足 m 一 
h < 一 信 就 可 以 了 。 定 理 得 证 - 

注意 , 由 于 定理 3.1 已 指出 了 将 (ae) 从 ae S° 扩张 到 ak 
S 方式 的 唯一 性 ， 故 我 们 只 需 给 出 一 个 具体 计算 方法 即 可 。 

"25， 


《3.8) 就 给 出 了 一 个 计算 Ilan) 的 方法 ,而 它 的 值 与 工 的 具体 选 
法 是 无 关 的 。 今 后 我 们 就 认为 积分 《3.1) 乃 是 按 〈3.6) 或 (3.8》 
加 以 确定 的 (特别 地 , 若 w < —N 时 ,在 (3.8) 中 可 取 一 0。 此 时 
GD 就 是 按 平常 积分 意义 理解 的 (3.1))。 沿 用 物理 上 的 说 法 ,我 
们 称 (3.1) 为 振荡 积分 又 利用 (3.8) 计 算 此 振 芒 积分 的 方法 在 本 
书 中 简称 为 分 部 积分 技术 。 
利用 (3.6)， 不 难得 到 
推论 3.2 对 振荡 积分 (3.1)， 下 面 的 分 部 积分 公式 成 立 
Toligean) 一 一 Ia(Boa ° u) G.) 
下 面 考 虚 带 有 和 参 变量 的 振荡 积分 
Llau) (y) = j| esteopa(zsysB)aCs)dxdg (3.0) 
其 中 由 和 = 作为 了 的 函数 。 它 们 的 取 值 分 别 是 位 相 函 数 和 属于 象 
征 类 sz,(O, x Rs) 的 振幅 。 设 w(z)e Cz(9.)， 并 用 2 Ya y 
的 变化 区 域 。 于 是 ,对 每 个 6 9,, 上述 积 分 有 如 上 两 定理 中 所 确 
定 的 意义 .。 下面 我 们 要 来 研究 (3.10) 在 “积分 号 下 "对 参 变量 ? 取 
极限 的 问题 
定理 3.3 对 于 以 > 为 参 变量 且 关于 x, 0 属于 SZ, 中 的 振幅 
函数 族 {a(x,7,9); ye Q.) BARR Le (x,y,0); y€ O). 
若 存在 振幅 函数 4Cx,9)& SZ, KARR BCx,0), 使 当 》 一 加 
E@ 时 有 a(z,y,0)—> A (x,0) (S52) 及 $G.y,0) > @(z, 0) 
(c=), W 
lmys(oo)GD = J| sena Ce 0)eGO4z48 ~ 1 4) (3.11) 


《此 处 周 前 ，p > 0, 5 < 12. . 
证 . 因 (a Ge,y,0); yE 9,] CSZ (O, x R,), REE 32 
要 有 能 使 m — k < —NGz = min(p,1 — 8)), 就 有 
lelau) ly) 一 JAEn DLII 0u) dxa (3.12) 
此 处 微分 算 子 Le 由 引 理 3.1 定 出 ， 于 是 按 Lebesgue ARE 
理 即 知 (3.11) 为 真 。 定理 得 证 。 
DEA 


利用 定理 3.3, 立 即 可 得 下 面 含 参 变量 的 振 功 积分 的 连续 性 洁 
BE. 
定理 34 Uk a(x,y,9) 和 $(z,y,0) 对 ye 9, 分 别 是 z,8 
的 SZ, 型 象征 和 位 相 水 数 (e> 0，5 < 1)， 且 它们 分 别 按 sh, 
(9, x Ru) 和 COCO, x RALO 的 拓扑 结构 关于 连续 , 简 记 为 
a(x,y,0) € C[9,,S2,(Q, x Rn)] 


和 
#$Gz,y,8) € C[0,, C>(Q, x RsM01)1, 

则 振荡 积分 (3.10) 是 > 的 连续 函数 。 

注 . 由 定理 2.2， 条 件 a(z,y,0)€ C[9,,SZ, CQ, x Rw)] 可 
以 换 为 {a(x,y,9);yE 9,) 是 SELO x Ru) HARR (m' < m), 
且 a(z,y,0) ERA (2,0) E 9, X Rw 处 关于 ER. 

定理 3.5 设 a(x,y,6) 及 ay(x,y,9)€ CLA, , S7C. x Ry)], 
$(z,y,0)K bylt, y, 0)E C[9,, C=(Q, x Ra\{0))] (e > 0, 
a <1), W 


8 8 
Ee} = fE Cesa)aGOa8a8 


— 


J Gea + ayjule)dzdð (3.3) 
证 。 
È UGG) 


= lim = [f] (z,y + Ay,0)x(xz)dza0 
ayr0 Ay 


一 jj ENET Dalar, y, 6)x(Ddrae] 


== lim [ffe A Ciste rtas DiE D — 1) 
aya Ay 


X a(z,y + Ay,0)u(s=)dxa0 


+ Jj -1 (alx, + Ays6) 
Ay 
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— a(z,y ,9))x(edzdg 


利用 定理 3.3, 可 以 将 极限 号 与 “积分 号 ”交换 ， 从 而 易 得 (3.13)。 
证 毕 。 

定理 3.6 设 p(x,y,0)€ C(O, x 9,XRw\10 站 ,关于 0 为 
正 一 次 齐 次 , 且 对 任 一 y& 9, 而 言 , 中 关于 x, 6 == 0 无 临界 点 。 
a€ SE (Q, x 9, x Ry), p> 0,8 < 1, 又 设 u(x,y)€ C2(Q, X 
9,), WA 


JI etry ba (xz ,y,0)ua(z,y)dzdya0 


= j. ||, esa Ce, 0)eGy)2240 (3.14) 


这 里 (3.14) 的 左 端 也 理解 为 一 振荡 积分 , 右 端 的 里 层 亦 然 。 

证 ， 利 用 定理 3.2 就 可 将 这 里 的 问题 化 归 到 平常 的 积分 号 下 
求 积 问题 , 姥 化 成 可 用 Fubini 定理 解决 的 问题 . 证 毕 ， 

推论 3.3 设 , 由 满足 定理 3.6 中 所 有 条 件 , 且 对 任 一 x € O, 
面 言 , 少 关 于 y, 9 无 临界 点 , 则 有 


人 eitis a(x,y,0 ursy drd0 


O 3.15) 


=, Fourier 分 布 


在 振荡 积分 (3.1) 中 国定 Ae, 0) 和 a(x, 0), 而 把 此 积分 
视 为 一 个 映射 u> Iau), KPE, Iau) 是 Cr) = A) 
上 的 一 个 线性 泛 函 。 再 由 《〈3.8) 可 知 此 线性 泛 函 在 多 (8) LÆ 
续 ， 从 而 成 为 Schwarz 意义 下 的 一 个 分 布 。 我 们 称 这 个 分 布 为 
Fourier 分 布 .下 面 来 进一步 讨论 这 种 分 布 的 性 质 . 

定理 3.7 设 4 为 位 相 函 数 , 振幅 (€ SZ.(Q x R.) (e > 0, 
B <1),: = min(p,1 — 8). 若 太 是 使 不 等 式 m — lu < —N È 
的 最 小 非 负 整数 , 则 Fourier 分 布 
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Ar uH Iglau) {3.16) 
是 一 个 万 阶 分 布 , 即 4 € CP. 

证 由 假设 ; 7e(ex) :可 表示 为 (3.8)、 # Lan). 展开 , CE 
面 只 出 现 x 的 不 超过 阶 的 导数 ,可见 按 DA) 拓扑 它 是 连续 
的 , 故 4 是 阶 分 布 。 证 毕 . 

推论 3.4 若 四 及 a 中 含 参 变量 7, 且 p(x,y,0)€ CO, ,C™ 
(9, x Ra\{0})], a(z,y,0)€ CLQ,, SQ: x Rw)]， 则 Fourier 
分 布 AG) € C[9,,(2(O,)1. 

现在 来 研究 Fourier 分 布 的 奇 竹 , 

定义 3.1 设 4 为 一 给 定 的 分 布 , 使 4 为 C” 函数 的 最 大 开 集 
的 余 集 ， 称 为 4 的 奇 支 集 ， 记 为 sing supp 4. 

HETA, 若 z€ sing supp 4, 则 等 价 于 不 存在 x 的 邻 域 ， 
使 在 此 邻 域 中 46 c, 

定理 3.8 ”对 于 Fourier 分 布 4: weH > Js(ax)， 有 

sing supp 4C{fxziqe(zs9) 一 0 对 某 个 9 天 0 成 立 } (3.7) 

证 ; EBER (3.17) 右面 的 集合 , 它 是 2 之 相对 闭 于 集 。 当 
z€ QNB 时 ,对 任意 的 0 > 0 均 有 bel(x,9) 去 0， 从 而 将 * 视 为 
参数 , 由 类 似 于 定理 3.6 的 证 明 可 得 

LG) = j. ( |== G,0ya6) n(x)dz 
ule) € CAA\B): (3.18) 
KERDE OAB 上 分 布 4 就 是 | "ma(z,6)49。 而 由 定理 3.4 
和 定理 3.5, 它 在 QNB 上 是 C° 函数 ; 故 得 (3.17)。 定理 证 毕 . 

下 面 的 推论 是 显然 的 。 

推论 3.5 设 ac Sh, (O XR), HERRAR C, (参见 
(2.2)) 的 某 邻 域内 为 零 , 则 Fourier 分 布 是 一 个 C” 函数。 

如 果 对 中 加 强 条 件 使 Cs 成 为 一 个 流 形 , 则 可 得 到 比 上 述 推论 
更 为 细致 的 结论 

定理 3.9 V 2(z,9) EE PCO x Rw\{0} 上 的 非 退化 位 相 
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RA. acs x Ry), 08 < oe <1, H cone supp ac U 
(9 x {0})。 又 若 满足 如 下 条 件 

G) 由 是 8 的 线性 函数 ,或 者 p 十 8 一 1; 

O 在 Cs。 上 a 一 4， 
则 存在 5€ Sri CO X Ry)scone supp è C P U(Q x (0)), 使 得 

TCan) = Tl bu) s€ CP(O) (3.19) 

证 . 先 设 条 件 《1) 中 p 十 5 一 1 成 立 , 记 do as 为 
中 ,gx。 由 假设 ,对 《x?,9)E Ceydd -adon RPE. X 
W oG =1,... N) 是 8 的 正章 零 次 函数 ,将 和 写成 p(x 
assist taswn- lOl) AER s," sua 是 球面 18| 一 1 上 的 局 部 
坐标 , 则 ;与 19 | 无关。 所 以 ,矩阵 


Dh... Bp, Ddi... eh 
Bx, x, Os, Osna 


Or Bry Oñ Bsus 

之 秩 是 N。 于 是 ,可 将 四， …，dw 取 为 新 的 自 变 量 为 ys. 

再 补充 在 点 《xu 9) 等 于 零 的 # 一 上 个 正章 零 次 函数 Innt 
Ynna XPE TCO x Rx\{0} 中 的 单位 球 从 上 《zz) 点 附近 
得 到 一 个 微分 同 胚 〔zy*) > BRE (ys: yaaa) 是 单位 
娶 从 在 此 点 附近 的 局 部 坐标 系 。 C, 在 此 局 部 坐标 系 下 有 方程 
0 一 多 一 … 一 Jrw。 TA, C, JE FC Q x RAO) 中 的 > 维 子 
流 形 


电 于 上 述 局 部 坐标 变换 ,我 们 也 就 得 到 〈《z",2) 之 一 锥 邻 域 到 
U x R, 上 的 一 个 齐 次 微分 同 胚 变换 
(x0) > (yi Inte OD ER x R! 

其 中 是 R 中 原点 的 邻 域 , R, 一 (z € R; x> 0}. 

显然 , 此 变换 是 一 个 正章 一 次 C kit, 在 此 变换 下 , 若 位 相 
和 振幅 仍 分 别 记 为 p(y,191》 和 aly,191)， 由 定理 2.1 可 知 , 当 
+8 一 1 时 ol(y,191)€ SRCU x Rw)。 另 外 ,由 于 当 六 一 … 一 
yw 一 0 时 a 一 0, 有 
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N a 
a(y,|8|) = > shg (oa wet "Y Nanis (OL Jdt 
j=1 i 


x 
kau >; HP 
i= 
其 中 
s= f2 Oa GI sty ye l0) Jde 
° Oy; 
i=, SN 
且 由 


名 SEU x R.) 


有 ae spi (U x R). 

若 上 述 变换 (x,0) F> (y,19|》 在 整个 锥 了 中 有 效 ， 则 把 变 
E y, lO RREA r, 8 后 ,有 ale, 0) E SHC X Ru), cone supp 
aiT UCO x {0}), 于 是 ,对 nec) 有 


Isan) 一 Ne (> ai) udzdð 
j=1 
一 人 ee (Zeta) udzdð 


= 人 (> CoJo; « ap ) udzdo 


注意 到 推论 3.2 中 的 分 部 积分 公式 ,对 上 式 右面 积分 进行 分 部 积分 
就 得 


1 (an) = II (> Sei) udxdð 


x 
R 5 一 ;> Zai € S247(0 x Ru), H| cone supp BCTU COX 
i=l i 


1), # G19) 成 立 . 
虽然 上 述 变 换 (2,0) (y,|8|) ME (2,0) 的 某 狼 邻 域 
内 成立 ,但 是 既然 在 了 中 对 每 一 点 的 某 锥 邻 域内 都 可 作 如 上 处 理 ， 


Hoe 


故 只 要 选取 如 上 的 有 限 个 锥 邻 域 (T; =L, eyl} 覆盖 cone supp 
sa， 并 作 从 属于 此 覆盖 的 单位 分 解 {pa(x,9) 汉 一 1,… ,7}, 使 得 
Ple, 9) 关于 6 为 正 齐 等 次 通 数 《只 要 先 在 相应 的 单位 球 从 上 作 
单位 分 解 , 然后 按 齐 零 次 扩张 就 可 办 到 这 一 点 ), 于 是 就 可 得 到 全 
局 的 a(z,02. 

剩 下 还 须 证 明 在 上 述 处 理 中 ，p 十 5 = 1 的 条 件 可 以 换 成 


> 
DORREA A= X) HOO 此 时 4 为 非 退化 的 条 件 意 
KESE (2#) BON. FEBE > N, ALME? 变量 的 


编号 后 ， 此 时 前 面 的 论证 中 所 使 用 的 局 部 坐标 变换 就 可 以 特别 地 
选取 成 
x sta 0 30N) > (Fs Ys FN tto Za 0, sgw) 
注意 这 个 坐标 变换 并 未 更 动 变量 9， 故 由 定理 2.1， 知 a(y,0)€ 
Sio 其余 的 证 明 过 程 可 以 完全 与 。 填 5 一 1 的 情形 相同 而 完 

推论 3.6 若 把 上 述 定 理 中 的 条 件 (2) 加 强 为 

OY olx, 9) 在 C, 上 有 无 穷 阶 零点 ， 
则 Fourier 分 布 (as) 是 一 个 C” 函数 

证 . 由 于 定理 3.9 中 所 得 的 振幅 5(x, 0) 所 具有 的 形式 , 当 a 
满足 条 件 CY 时 , 也 在 C。 上 有 无 穷 阶 零点 ,于 是 对 继续 可 用 
定理 3.9 的 结论 ,这 样 就 可 取 83% 中 一 个 象征 代替 s(x,0). 
不 次 运用 定理 3.9 后 就 可 以 用 SAO 类 中 函数 代替 Can) 中 

的 a(z,0). 注意 5 < p, WWM 《一 oo NA m RC — e) > 
一 .由 此 可 见 所 要 证 的 论断 为 真 。 

注 . 推论 3.6 比 推论 3.5 中 的 条 件 减 弱 了 ， 但 所 得 结果 一 致 . 


§4. Fourier 积分 算 子 


通过 上 硬 两 节 的 讨论 ,我 们 现在 可 以 着 手 定义 Euclid 空间 上 
勤 它 的 开 子 集 上 的 Fourier 积分 算 子 了 ， 这 一 节 中 ， 我 们 还 要 给 
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出 Fourier 积分 算 子 的 一 些 基 本 性 质 。 并且 对 Fourier 积分 算 子 一 
个 重 拟 微 分 算 子 进行 简要 的 介绍 。 


一 、Fourier 积分 算 子 的 定义 及 其 基本 性 质 


定义 41 设 2. 和 ,分 别 是 R** 和 R" 中 的 开 集 . $(x,y,0) 

是 9, x Q, x Rx\{0} 中 的 实 值 位 相 函数 .sa(z:y;9)6 SRX 
9, x Rw)，p > 0, 8 < 1， 对 于 任 一 uly) € CC), 作 

(Auv) = Lalauy) Voe C£(O.) (4.1) 


其 中 
Ilano) 一 J|] es naCe,y,0)eG)eG0)484y40 (42) 


是 一 个 振荡 积分 。 由 《4.1) 确定 的 4u€ 2'(9.). 这样 ， 就 确定 
了 一 个 线性 算 子 


A: CECO) > 2'(8,) 
这 个 算 子 称 为 Fourier 积分 算 子 。 
由 此 知 ，Fourier 积分 算 子 4 所 对 应 的 分 布 核 K4€ 多 和 (2Q,X 
上 4,) 由 下 式 确定 
Kasf(#,7)) = Llaf) 
一 ereaeGesyse)Key)anarne (4.3) 


显 见 ,此 分 布 核 是 一 个 Fourier 分 布 。 有 上 时， 我们 也 用 同一 记号 4 
表示 此 分 布 核 . 

下 面 给 出 如 上 定义 的 ”Fourier 积分 算 子 的 一 些 初步 竹 质 。 

定理 41 设 :二 min(p,1 一 8)， 若 整数 有 满足 m — k < 
一 NN, 则 Fourier 积分 算 子 4 是 C?(8,) 一 (多 人 8,))' 的 线性 连续 
WT. 特别 地 , 它 是 C, 一 多 '(0,) 的 线性 连续 算 子 . 

证 ， 由 定理 3.7, 4 的 分 布 核 E (22*(QG, x a)y. 

定理 4.2 设 #$(z,y,0) 中 视 x 为 参数 时 , 它 对 任 -- x € O 为 
y, 9 的 位 相 函 数 , 则 

(Q) 4 m— k < —N Bj, Fourier PAAT A EÈ Ca) > 
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C(O) 的 线性 连续 算 子 。 

(2) mtj k< N it, AE Ca) — cila.) 的 线 
性 连续 算 子 。 

G) 一 般 地 ,4 是 C2(9,) 一 C0.) 的 线性 连续 算 子 。 

证 , 视 x 为 参数 ,g(x, y, 0)€ CLO., C“(Q, x RvN(0))1, 
a(z, y, 0)€ CIOs, 92.,(9, x Rn)]. LERT y, 9 是 位 相 函 数 ， 
故 由 定理 3.4， 振荡 积 分 


J[aees25aC 060040 u) E CC0,)) 


是 x 的 连续 函数 , 且 由 定理 3.6， 有 
(As, e) = Lol auv) 


~ po II ¿ea ma(z,y,0)wG)aya8]az 
所 以 
Aul) — j ote Dala, y0 u(y) dya0 aa) 
又 由 定理 3.2 知 , 当 m — k < —N 时 
Aula) 一 人 eeorso(eoayae 


其 中 算 子 Lo. 的 下 标 《y, 9) 表示 此 微分 算 子 中 自 变 量 是 y 
9. 


现 取 {w}, 使 w >s(C1(Q,)), TEE 09: 的 任 一 紧 集 上 一 
致 地 有 


Auk} 一 j e't Lt, o Cau, )dya9 
> 人 rsaCooarae = Aule) 


这 就 证 明了 第 一 个 结论 。 
由 定理 3.5， 


DAA#) = ff eibtes MBC, ys0 uy dya0 
其 中 Aey) 由 等 式 Dieta) = e'h 定 出， 因此 &*,y,0)€ 
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5383， 再 利用 已 证 得 的 《17) 就 可 得 (2)。 
最 后 ,对 任意 正 整 数 )。 总 存在 不 使 所 十 ij k< LN RY 
从 而 对 任意 的 j, 4 是 cp(0.)— CCO) 的 线性 连续 算 子 ， 故 结 
论 (3) 成 立 。 定 理 证 毕 。 
ERAI 若 对 任 一 yE Q,, $(x,y,0) 是 x, 0 的 位 相 函 数 ， 
则 
《1) 当知 十 总 生 一 N 时 ,4 可 唯一 地 延 拓 2) (# (Q, 
一 524 9.))” 的 线性 连续 算 子 。 
(2) 一 般 地 , 4 可 唯一 地 延 拓 为 8'《0,) -> 多 "9.) 的 线性 
ERAT. 
证 。 由 定理 4.1， Fourier 积分 算 于 4 是 C5(0,) @'(0,) 
的 线性 连续 算 子 。 于 是 存在 伴 贿 算 了 于 4， 它 是 C7(0:) 一 多 "(9,) 
的 线性 连续 算 子 ， 且 由 下 式 确 定 
《dzsp》 一 《erdo》 一 Jo) 
s€ C2(Q,), > € C?(Q,) (4.5) 
BETA 4 所 对 应 的 分 布 核 KE D(A, x 9,) 由 下 式 确 定 


(Kuokan yy = 人 conaaGyses6)Croy)arayag (4.6) 


于 是 ,由 假设 ,借助 定理 4.2 的 (2), 当 m + j— k < —N 了 时 ;4 
是 CHO.) 一 CCO,) 的 线 此 连续 算 子 。 从 而 它 的 伴随 算 子 4 是 
(#(9,))' — (2*(Q.)y 的 线 狂 连续 算 子 . 

间 理 , 按 定理 4.2 中 (3) 可 知 , 4 是 #'(0,) 一 @'(Q,) 的 线 
HERAT. 定理 证 毕 . 

定义 42 ARRA p(x,y,6) 对 任 一 固定 的 > 而 言 可 视 
为 y, 8 的 位 相 函 数 ;又 对 任 一 面 定 的 > 而 言 可 视 为 +, 9 的 位 相 函 


TE, 由 上 述 两 定理 , 当 plx, y, 6) 是 算 子 位 相 函 数 时 , 由 
《4.1) 所 定义 的 Fourier 积分 算 子 既是 C2(Q,) 一 C(A.) 的 线性 
ERAT NÆ #'(Q,)— 多 '(Q:) 的 线性 连续 算 子 . 

定理 44 ” 设 对 任意 固定 的 x, y, CHERE (y 0) 关于 
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80 无 临界 点 , 则 4 的 分 布 核 是 C"- 函 数 。 从 而 4 是 "(0,) 一 
C“(9.) 的 线性 连续 算 子 。 

证 . 由 于 9 关 0 时 ge 关 0， 所 以 振荡 积分 

jmasy,0)a0 
有 意义 ,由 定理 3.6, 4 的 分 布 核 K4 是 
K, V) = | ete Passy,0)a0 a7) 

又 由 定理 3.4 Ë 3.5, Ke, y) BE z, y 的 C” 函数 ,于 是 它 所 对 
应 的 算 子 是 8'(0,) > C=Co,) 的 线性 连续 算 子 .定理 证 毕 。 

注 . 设 Z, 是 $C, y, 0) 关于 0 的 临界 点 集 

C, = {(x,y,0)€ 9, x 9, x Ra\{0}, polxsy,0) = 0} 
在 9, x 0， 上 的 投影 ， 它 的 余 集 Ñ. 是 o, x 9， 中 的 开 集 。 故 
对 任意 (x,y)e Ro CARRO AT 6 无 临界 点 。 类 似 于 上 述 定 
理 的 证 明 可 知 ,4 的 分 布 核 Kx 在 人 中 为 C” 函数 ; 且 它 有 表示 式 
(4.7)。 这 个 事实 也 可 由 定理 3.8 直接 得 到 。 

I 例 1] Q 上 的 Fourier 积分 


ua) 一 Qy || es Gaya s€ CQ) 
确定 了 一 个 Fourier 积分 算 子 7， 它 所 对 应 的 分 布 核 K, 一 l 一 
2). 又 由 go(xsys0) = E C — 02) 一 0 可 得 = 一 六 六条 


@,= 1(x,y); zx 一作， 从 而 由 此 也 可 知 ， 在 对 角 线 集合 外 K, 为 
c= 函数 ， 

由 例 1 知 ，Fourier 变换 所 对 应 的 Fourier 积分 算 子 实际 上 是 
一 个 便 等 算 子 ,作为 它 的 推广 , 考虑 如 下 形式 的 Fourier 积分 算 子 


Au = (2 [| Paay, 0)u Caya 


其 中 ox, y, 0)E SPOX 0 x R,)， 此 时 集合 Cs 仍 是 对 角 线 集 
合 (sy) z 一人， 从 而 Kales y) 在 对 角 线 外 是 C” 函数 。 另 
外 ; 当 |0| 天 0 时 $, = 0, $, = —0 均 不 为 零 , 故 由 是 算 子 位 
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相通 数 。 

上 述 算 于 称 为 拟 微分 算 耶 。 在 本 节 第 二 部 分 将 对 这 种 算 子 专 
门 介绍 。 

[ 例 2] 在 应 用 上 经 常 遇 到 如 下 形式 的 Fourier 积分 算 子 

Aul) 一 J sena oao (8) 

其 中 是 # 的 Fourier 变换 ，a(x,0)€ S%s(Q x Ru), S(z,0) 是 
0 x RAMO) 上 的 位 相 函数 。 : 

将 (4.8) 写成 


Aula) = fersa- omale, 6) tsayae 


的 形式 ,作为 振荡 积分 , 它 的 位 相 函 数 应 当 是 
$(z,y,0) = S(z,0) — (y, 0) 
显 网 ， 对 任意 国定 的 < 而 言 , 又 是 y,9 的 位 相 盘 数 、 在 应 用 中 
5(x,6) 又 常 有 Sa 满 笑 ， 这 时 ,可 以 由 S, 的 正章 一 次 性 推 知 
Se(#,0) = Saoka) 00 (H00) 
BD $ EATARRA. 

对 应 于 (4.8) 的 集合 €, 一 {(x,5e(x,0)); z€ 91. 

在 $ 1 中 的 两 例 中 ,它们 的 解 均 可 表 为 形 如 〈4.8) 的 Fourier 
积分 算 子 对 抬 什 函数 的 作用 ， 例 如 ,对 齐 次 流动 方程 Cauchy 问题 
而 言 ， 相 应 的 S(z;8) 一 《*,6) 土 C191:。 我 们 可 将 : 视 为 参数 ， 
这 时 出 现 了 和 带 参数 BD Fourier 积分 算 子 AG, SMB Če 就 是 
特征 锥 面 (2.4), 由 此 可 知 , 齐 次 波动 方程 Cauchy 问题 解 的 奇 性 沿 
着 特征 锥 面 传播 . 

[8]31 任 一 Cc” 函数 /x) 总 可 表示 为 (3.1) 形 式 的 Fouricr 分 布 。 
其 中 位 相 函 数 &(x,9) 可 任意 选 定 。 同 理 , 任 一 #'(o,y->c=(9.) 
的 光滑 牌子 总 可 表示 为 具 任意 位 相 函 数 的 “Fouricr 积分 算 子 。 

事实 上 , 取 w(9)e CYCRw) 使 【4(6)46 一 1， 并 记 aCz,0)— 
NOD, BS 

Ie) = |z ea Ce ,o)48 
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此 处 a(z,0)€ S“， 又 由 于 任 一 8"8,) —> C”>(O,) WRAT 
的 分 布 核 为 C” 函数 。 所 以 也 容易 将 它 用 (4.3) 形式 表 出 , 且 位 相 
函数 由 可 性 意 选取 , 

下 面 我 们 来 讨论 一 个 Fourier 积分 算 子 作 用 于 分 布 * 后 所 得 的 
分 布 的 奇 性 支 集 与 原 分 布 之 奇 狂 支 集 之 间 的 关系 。 

U,V 是 任意 两 个 集合 。RCD XV, RCV. 记 

RoR 一 (z€ U, 存在 某 个 ye Rs, 使 (x,9)E R} (49) 

定理 45 若 Fourier 积分 算 子 4 中 的 中 是 算 子 位 相 函 数 ， 则 


有 
sing supp (Au)CCoosing supp u ae@(9) (4.10) 
其 中 Cs E o ORR C, 在 Q, x 0, 上 的 投影 . 
证 。 由 $ 的 假设 , 按 定 理 4.3，Aw€ D'O). MERER 
sing supp (Au)CCsosuppu ue $F'(0,) (4.11) 
事实 上 , 记 K — suppa, 若 K, 是 Q: 中 不 与 CooK 相交 的 紧 
集 , 则 K, x KC R, WARINER Q.ƏK,,G@,ƏK, H. g, x g, 
CR. 
于 是 ,对 任意 v(x)& CI) 有 
(Au, o) = (K (z,y), uvl) Yaaa, 
= (Kery) u) Ya, sol) Yas 
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所 以 在 Q 上 Au 一 《KAx,y)uly)》o， 男 一 方面 ,由 Q; x g, 
RTIA K (z, y) 在 Qs x Q, bX CoRR, Mam (Kay) 
aly) Ja, € CCO). 《4.11) EHE. 

再 证 (4.10). 由 z€ cz(2,) 知 sing suppu É Vk Q Ek sing supp 
u 的 任 一 邻 域 , 作 (y) € CCa) AEZ sing suppu 上 重 为 1 于 
是 ue #'(O,) 可 分 解 为 

u= pu + (1 — pju 

其 中 supp (da)C9y， 而 〈1 — pue ceCa). 

由 于 由 是 算 子 位 相 函 数 , 近 定理 4.2, 4((1 一 p)u)e C=(O,) 
再 对 gu 用 上 面 已 证 得 的 (4.11), 有 

sing supp (4u) Cssupp (Gu) SCsoQy 

注意 到 Gy 是 sing suppu 的 任 一 邻 域 , 由 上 式 就 知 有 《4.10) RX. 
定理 证 毕 。 


二 、 氢 微分 算 子 

在 上 段 例 1 中 ;我 们 引 人 了 拟 微分 算 子 

Aula) = Gaf | efr Par, ys)u (Cy) dyd0 
s€ CO) (4.12) 

其 中 ee S8 oOXQXR。), 它 是 一 类 特殊 的 Fourier 积分 算 于 .从 历 
史上 看 , 拟 微分 算 子 比 Fourier 积分 算 子 出 现 得 更 早 ; 并 且 有 关 它 
的 理论 比 Fourier 积分 算 子 更 成 熟 、 更 完整 。 然 而 ，Fourier 积分 
算 子 产生 之 后 ,就 可 将 拟 微分 算 子 视 为 其 一 特例 ,而 对 所 微分 算 子 
的 概 念 与 许多 性 质 给 出 更 为 绕 一 和 简洁 的 说 明 ， 本 书 中 正 是 从 这 
祥 的 角度 出 发 , 把 拟 微分 算 子 作为 Fourie 积分 算 子 的 一 个 具体 模 
8, 介绍 其 一 些 基本 丛 质 ,这 也 可 帮助 读者 更 具体 地 了 解 Fourier 
积分 算 子 本 身 。 

在 此 ,我 们 应 当 指 出 , 在 拟 微分 算 子 的 早期 理论 中 , 拟 微分 算 
子 被 视 为 微分 算 子 的 推广 , 而 后 者 直接 可 由 Fourier 变换 定义 , 具 
体 地 讲 , 对 于 一 个 线性 偏 微分 算 子 p (z, D), 利 用 Fourier 变换 可 
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将 它 表示 为 
PEDE) — (2a -oop(rs6)808)48 
«e C2(O) (4.13) 
式 中 P(x,9》 是 对 应 于 p(x,D) 的 关于 9 的 mw 次 多 项 式 . 着 在 此 
式 中 把 就 8) 用 4 的 Fourier 变换 表示 式 代 人 ,可 得 
PDU) = (2| feau aya 
ue CP(O) (4.14) 
在 (4.14) 中 积分 须 理解 为 先 对 ?再 对 8 的 累 次 积分 .车 将 PC) 
换 为 较 一 般 的 a(x,y,9) SRO; x O, x R,). BERD 
Cao ( f ZERTO ZON] do (415) 
当 uC) € CICO) 时 ,内 层 积分 ~.9alz,ys0)u(y)ady 存在 , 它 
关于 z, 9 是 C" 函数 ,并 且 当 |6| 天 0 时 可 作 和 如 下 估计 
ja | ° || emakz,y,0)u Cas 


|| *%5piCae) y| 

<C + 19 rm 
注意 到 3 < 1 及 |a| 的 任意 性 ,积分 | e 0aCe,y, Ouar 的 
值 关于 9 是 急 减 的 , 且 将 其 对 * 任意 次 求 导 后 仍 如 此 从 而 (4.15》 
存在 , 且 为 + 的 C” 函数 。 

于 是 , 拟 微分 算 子 (4.12) 也 可 以 按 累 次 积分 (4.15) 的 意义 来 
定义 ， 这 就 是 早期 的 拟 微 分 算 子 理论 中 的 定义 方法 .现在 我 们 要 
证 明 这 种 定义 方法 与 用 振荡 积分 方法 所 定义 得 到 的 算 子 是 一致 
的 


事实 上 , RARR (4.12) 按 振荡 积分 理解 所 确定 的 算 子 。 由 
振荡 积分 定义 知 


AMCE) = (2a) lim || orazsy,0) Ge0)u Cy)ayd9 


„4a 


= (2a) lim | ( | wenoeroys6)e(9747] (eg)48 


上 式 中 内 层 积 分 的 积分 区 域 sopu 是 有 界 的 。 故此 内 层 积 分 存 
在 ,并 如 上 述 , 它 关 于 0 属于 函数 类 Se. TE, Lebesgue 控制 收 
伍 定 理 , 上 式 极 限 存在 , 且 可 把 极限 取 到 积分 号 内 ， 从 而 有 


Aula) = Ge)" Jumae0) f eina (z,y,0)u(y)dya9 


= yf ( | eaey euy) a 


这 就 是 所 需 证 明 的 。 

于 是 , 较 新 的 观点 就 把 所 微分 算 子 作为 一 个 特殊 的 Fourier SI 
分 算 子 看 待 ,从 而 可 用 统一 的 观点 去 处 理 它们 . 

将 (4.12) 与 (4.3) 相 比 较 ， 可 知 所 微分 算 子 的 特殊 性 主要 在 
于 其 位 相 函 数 是 px, y, 0) 一 《z — y, 0) 当然， 为 此 必须 有 
dimQ, = dimg =n 且 与 9 变量 的 个 数 一 样 。 通常 我 们 总 要 求 
Q, = 9,. 

Plesy, 0) = (z — y0) 显然 是 一 个 非 退 化 的 算 子 位 相 函 数 ， 
于 是 由 定理 4.2 和 4.3 可 知 ， 拟 微分 算 子 是 C0) 一 C"(9) 和 
#'(0) — @'(Q) 的 线性 连续 算 子 。 

另外 ，Cs 一 {(x,y)€ Q x 0,x = y) 是 0 x Q 上 的 对 角 线 
集合 A。 所 以 拟 敏 分 算 子 的 分 布 核 K. 的 奇 支 集 食 于 和 之 中 。 再 
由 定理 4.5 有 

sing supp 〔.4a)CAosing supp u = sing supp # (4.16) 
这 称 作 是 拟 微分 算 子 的 拟 局 部 性 . 


$ 5. 稳定 位 相 法 


我 们 已 经 知道 ,振荡 积分 是 Fourier 分 布 和 Fourier 积分 算 子 
的 基础 . 在 $3 中 ,我 们 看 到 了 位 相 的 特性 对 振荡 积分 的 决定 性 作 
用 , 现在 ,我 们 将 对 此 作 进一步 的 研究 .在 这 一 节 , 主 要 是 研究 后 
面 给 出 的 形 如 (5.1) 的 振荡 积分 当 :一 too 时 的 渐 近 性 态 以 及 渐 
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过 展 式 ， 然 后 应 用 这 个 结论 ,给 出 拟 微 分 算 子 象征 的 渐 近 展开 式 . 

在 $3 的 讨论 中 我 们 常 采用 这 样 一 种 方法 : ARK 
特点 ， 设 法 造 一 个 稳定 位 相 因 子 os， 且 其 系数 有 合 平 需要 
的 某 些 特 作 的 微分 算 子 工 。 然 后 通过 分 部 积分 等 技巧 达到 对 振东 
积分 研究 的 目的 .这 条 方法 用 来 研究 本 节 的 问题 还 是 十 分 合适 的 ， 
鉴于 此 法 的 特点 ,通常 称 它 为 称 定位 相 法 ， 


一 、 振 荡 积 分 的 浙 近 性 态 
考察 振荡 积分 
Kea) = Í eit ng(x, ast dx 61) 
RIER 上 进行 ， 其 中 + 是 参数 ，« 是 在 Ru 的 某 紧 集 4 的 邻 域 
中 变化 的 参数 ,fx， e) 是 C% 的 实 值 函数 ,在 本 节 中 我 们 也 称 
TARARES. APRILE g(*, a, 2 为 振幅 函数 , 且 设 它 满 
足 如 下 条 件 
(1) z€ C%@(R*° x £ x R.), H4 z€ REKI g= 0; 
(5.2) 
(2) 对 任意 的 多 重 指标 a, 4 t — +oo 时 , 有 
loigl < Co OKIL (5.3) 
式 中 C. 55 x, 7, a 无关， 
我 们 的 目的 是 要 研究 a,) 在 ?一 十 oo 时 的 性 态 、 记 
E= (z€ K; fx, a) 一 0 对 某 个 ac4 成 立 G4) 
定理 5.1 WE X 的 邻 域 口中 , 对 每 个 N， 当 :一 十 oo 时 成 
x 
leleran) < Cut 《5.5) . 
则 必 有 常数 Cw, 使 
IKa) < Ču (5.6) 
成 立 。 
证 . 取 有 界 开 集 U', 使 BCU', B. UCU, fE p& CP(U2, 
<et 且 在 不 上 9 一 1.〈5.1) 可 分 解 为 
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Hast) = 上 congaz + | ¿eQ 一 ggdz 


= Ias) + ICat) 

由 (5.5), 关 于 LCa) 的 被 积 函 数 有 lep] < |g| < Cars, 
而 且 积 分 区 域 可 取 为 多 ， 改 当 ;+ 一 +oo 时 Ca 2)| < Css. 

对 于 Lat), 令 a= p, E supp g, 的 邻 域内 恒 有 
lf(x,a)| 2 e > 0， 因 而 可 作 算 子 
Z Fa) 日 
fa [VJ] x; 
使 得 LC”) 一 ite, 于 是 

1,(a, 1) = f LIe A]p (x,a, )dr 


— fea )as 
it 


_ (y | eee, Cg dz G.) 


此 处 江 是 工 的 伴随 微分 算 子 , 即 

， a falara) 8 _ <s (180) 

L=- aai oa N vE ), 
El L 的 系数 是 有 界 的 ， 以 及 8 满足 (5.2) 和 (5.3), 可 知 
(a D < Crmtte-9， 由 5 过 1 及 不 的 任意 修 可 得 知 11, Ca, 1) 
< Cxt* 对 每 一 个 N 成 立定 理 证 毕 . 

若 8 不 满足 条 件 (5.2), 则 积分 (5.1) 将 在 的 无 界 区 域 上 进 

行 , 这 时 ,在 对 8g, f 的 一 些 附加 限制 下 , 仍 有 相应 的 结论 成 立 。 为 
了 以 后 应 用 的 方便 , 我 们 将 积分 变量 分 成 x*, 0 两 部 分 ,+ 在 R" 的 
一 个 有 异 集 0 内 变化 ,9 在 及 中 变化 ,参数 。 仍 在 中 变化 ， 
ACCA. 


IG, ) = ff ¿ztz8ng(z 0, a, r) dxdð (5.8) 


并 记 Z, = (G,0);Ye 0 (z,8,a) = 0 对 某 个 ae 4 成 立 }, 则 有 
定理 52 设 Hx,0,a)€E C*(QXRIXA), gE CA x R,x 
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了 3 x KR+)， 它 们 满足 


(1) 当 xEKCCO W z= 0; (5.9) 
(2) [zog] < Call + |0|)y]"tna 6<1;, (510) 
(3) EX PRU H 
|g(z,0,a,2)| < CaO + JOE 6.11) 
APARAAT ! 的 正 数 , RN 为 任意 大 的 正 整 数 ; 


G) 存在 常数 B 及 8B。 使 在 UU 外 有 
B SECY + OTAPA + IO EB (542) 
《 当 了 关于 0 为 正 齐 一 次 时 ,此 式 相当 于 无 临界 点 条 件 )， 


(8%,0fCx,0, a)l < B,G + 161) (513) 
那 来 对 任意 N, 必 存 在 常数 Cw, 使 
ad) < Be (5.14) 


其 证 明 可 以 类 似 于 定理 5.1 作出 。 

由 上 述 讨 论 可 见 ,为 研究 积分 (5.1) 或 (5.8) 在 :-> 十 co 时 的 
性 态 , 关 键 在 于 2, 处 的 有 关 状 况 .在 前 两 定理 中 ,我们 假定 了 g 在 
马 附近 关于 + 是 急 降 的 ， 显 然 这 个 条 件 过 于 苛刻 ， 在 下 面 , 我 们 
要 来 研究 一 种 特殊 类 型 的 临界 点 ， 即 非 退化 的 临界 点 。 在 这 种 临 
界 点 附近 ,可 以 在 没有 条 件 (5.5) 的 情况 下 获得 1(a, r) 当 :> 十 
oo 时 的 渐 近 估计 。 此 时 ,当然 已 经 得 不 到 象 《5.6) 那样 的 结论 ,但 
可 以 得 到 a, 9) 的 -- 个 渐 近 展 式 Xat, 即 对 任意 正 整数 N. 当 
1— 十 co 有 估计 式 


N 


Kast) — BD) at ™ = oln) aw-> 十 co (5.15) 


£ 

定义 5.1 设 (xoa € K X 4 E Kesa) 的 临界 点 , 即 关 (zy 
m) 一 0， 若 在 此 点 处 二 次 型 dx,a) 是 非 退 化 的 ， 即 对 应 于 此 
二 次 型 的 矩阵 是 非 盟 化 的 ， 则 称 此 点 为 /Cr, a) 的 非 退 化 的 临界 
m. 

先 证 三 个 引 理 ， 

引 理 5.1CMorse 引 理 ) 设 实 函数 JO) 在 下 的 原点 附近 
Ce B, z€ RACO) 一 0 —J(0), B. a3F0) 是 非 退 化 的 二 次 


`. 


型 , 对 应 于 它 的 矩阵 记 为 89, 则 在 原点 的 邻 域内 昼 可 找到 一 个 c“ 
光滑 的 坐标 变换 = 一 y 一 yx), 满足 y《0) 一 0, yx(0) = 1, E 


JG) 一 + (Qy, y) 《5.16) 


证 。 设 所 要 找 的 变换 为 y 一 RCx)x， 此 处 RO) E n x nË 
E, RA G0), 有 


K= i (OR=*,Rz) 
男 一 方面 , f(x) 在 原点 有 如 下 的 Taylor 展 式 
JG) =O) + > f(x 
J=1 


+ fa -AYDI eade 


£ Bndai lee 


其 中 B(x) 一 《bii(*)) ARER, 
WOSA — Diss) 
所 以 应 取 RCx) Wi RL BE yE 
‘ROR = B(x) (5.17) 
以 及 R(0) 一 了 另外， 由 于 引 悍 中 要 求 变 换 是 C” 光滑 的 ， 故 
R(x) 关于 * 也 应 是 C” 光 滑 的 。 为 此 ，, 先 限制 尺 中 的 自由 度 , 使 它 
STAKE B B) B HH EE T "G + 1), 这 样 有 可 能 由 反 函 数 定 
MEHR. 取 R 一 9 “， 其 中 三 为 待定 的 对 称 矩 阵 ， 故 决定 灵 
的 条 件 转化 为 
Keo)9eo — BGD), HCO) = 0 
记 OH) = (¿970 9 n. DEH nX n SHOE B E| n x x 
对 称 矩 阵 的 一 个 上 觅 射 ， 且 @K0) 一 0. EER eT) 一 co 
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#c 0 # H = 0 处 的 切 上 映射 为 
dP(8H) 一 2 aH 

这 表示 dp 是 一 一 映射 ,从 而 由 反 函数 定理 知 在 H = 0 的 邻 域 内 
9 是 一 个 C” BJ, Rumi H = FO) X B E C” 的 ,因而 在 
原点 邻 域内 存在 有 所 需 诸 性 质 的 C 矩阵 函数 RCE) 一 0 ec。 
页 理 证 毕 . 

为 适应 讨论 带 参 数 < 的 位 相 函 数 F(z, a) 的 需要 ,我 们 给 出 下 
述 带 参数 的 Morse 引 理 , 它 的 证 明和 引 理 5.1 相仿 ,此 处 从 路 。 

引 理 5.2 设 所 x,a) 是 K X 4 的 开 邻 域 中 定义 的 c= KA 
数 ，《xos00) € K X Á 使 farora) 一 0， 且 二 次 型 dšf(ze aa) 非 
退化 , 则 存在 x 的 邻 域 Qu, oo 的 邻 域 ,以 及 C” Bit 

Qa 3 a — z(a) € 9,, 


和 
Q, X 9, 3(x,a)—> y = y(z,a)€ R" 
满足 
z(a) 一 zy fx(a),a) 一 0 
HxCo),o) = 0 y,Ge(a),a) = 1 
且 有 


Kæsa) = Ha Ca) a) + FLOC, y) (5.18) 
站 处 9(a) 是 对 应 于 二 次 型 奴 Kz(e)。a) 的 非 退 化 对 称 年 阵 ， 
引 理 5.3 车 8 是 ma X = 非 退 化 实 对 称 矩 阵 , 则 42 作为 
组 增 分 布 的 Fourier 变换 是 
FCEE?) — (2i deB -he F Ce PD (519) 
式 中 sgn B 表示 人 矩阵 了 的 符号 数 ， 即 思 的 正 特征 值 个 数 和 负 特 征 
值 个 数 之 差 ， 
证 、 先 设 B 是 对 角 阵 diag {如 ,……,5s}。 此 时 
ei z, 一 f ri 
H 


于 是 关于 它 的 Fourier 变换 就 化 为 一 维 的 情形 。 
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设 ? 是 非 零 实数 , 则 据 Fourier 变换 的 连续 性 ， 
了 (et 一 Jim FCA) Rohy + is 
但 依据 Cauchy 积分 定理 


n ta E 
FCein™) = j 站 


= i OET ig, 
-= 


Ve— "i 


m E sas 
-Jir em Wes+0 


因此 ,由 sgnB 一 >) sgn 5; 可 得 


= 
i ka ipat 
FCI? ) 一 下 Fleri ) 
=: 


isi V [sl 
= GË ļdet B] 1 ham, Tetap 
当中 不 是 对 角 阵 时 ,存在 正 交 阵 U, 使 BURUT, Bh Ë 
是 对 角 阵 ， 令 = 一 Uy, W| (z,Ey = (Uy, E) = (y, UE). 故 有 
PC een KE) 一 FCe O ET 
一 (2r) det E [ie EE | oy 
注意 det B 及 sgn B 在 正 交 变换 下 不 变 , 且 
(Ban) lyu- = (BU E, UE) 
~ (UUE) 
= (BEE) 
把 这 些 结果 代入 上 式 即 得 (5.19)。 引 理 证 毕 ， 
利用 上 述 这 些 引 理 , 就 可 以 对 积分 Cas) 中 在 非 退化 的 临界 
点 附近 的 部 分 作 渐 近 估计 。 为 亚 , 设 对 se 4,(xor,oo) 是 位 相 函 数 
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天 x,a) 的 非 退 化 的 临界 点 (: 一 1, - …>m)。 由 隐 范 数 存在 定理 , 存 
在 (zw oo) 的 领域 Oru X Qu 使 得 在 9. 上 存在 C% 函数 z=x,(4) 
Eons zu == z(a), E. falala), a) 一 0， 二 次 型 d(x.Ca),a) 
非 退化 ， 于 是 有 如 下 定理 。 . 

定理 5.3 RR Ian) 中 的 振幅 函数 s(z,s,2) 满足 条 件 
(5.2) fa (5.3). f(xs9) 在 x = s(a) G 一 1,，…, 雪 ) 上 为 零 ,上 且 在 
其 上 Birsa) 非 退 化 , 则 有 展开 式 


= wt 
Kast) 一 De 2 euros S as(g,f,a)Ci-Re(a,r)] (520) 


对 ze 4 成 立 ,其 中 or = piGa,z,D g, Ph 是 具有 C* 系数 的 好 阶 
偏 微 分 算 子 《 它 的 具体 表达 式 见 定理 证 明 中 的 (5.27)).， 祭 项 
Rs (a, r) 满足 

IRx(a,)|< cs F |z|oanCmes suppg)y” (5.21) 


AH 
a= (N+ [z] +1) 
meas supp g 表示 suppg 在 * 空间 上 的 投影 的 测度 , 常数 Cn, 与 


a€ 4 ER, 
` 证 。 使 用 有 限 覆盖 及 单位 分 解 定理 ， 我 们 有 


Kast) = Spes Ga, nas 


+ ane, obras nas 
= hast) + en) 

其 中 Dolea) = 1, M g.(z,a)€ CPG 一 1 :2)， 它 对 应 
于 Kx»e) 的 临界 点 Ga), a), BERRA TIIE 5.2 可 以 应 用 
的 范围 中 ; prsa) € C2 MERERI Ja) 一 0 WERA. 

对 于 Te 六， 由 于 在 = 的 积分 区 域 中 Kesa) 无 临界 点 ,用 
定理 5.1 可 知 ,对 任意 N, š r — 十 co 时 ,关于 一 至 地 有 

Blasi) = oG ` 


对 于 (a, ,我 们 只 计算 其 中 一 项 , 记 为 
Ila, D) = I elade, a)g(z, a t) dz 
由 引 理 5.2, 存在 变换 x 一 y(x, a) 使 得 
IG, = | ges gy (5.22) 
其 中 
mG) — glx(ysa),a, Pry, 0), a) 
再 由 Parseval 等 式 及 引 理 5.3, 有 
Lat) = IEAA Lay Ë |qerg(a)["* 
Xe Finga) j Pe aa EN ay 


“| 


TJ 
y 


而 
人 5 
其 中 
1r] co r"Q + ||" 624) 
将 (5.23) 代 nta, 的 上 一 表达 式 中 ,由 于 (40r) 
En 的 2; 次 多 项 式 , 而 Fourier 变换 将 常 系数 微分 算 子 的 作用 变 
为 多 项 式 超 法 运算 ， 故 若 用 工 下 示 以 一 二 《9 -ms9》 为 象征 的 向 
SEF, M 


=Ë (oa 2 
r= ( ôy’ Oy 625) 
Hi 


j OEE jdn 
= 5 Eaa | (- ilor nY FE 


m j! 


+ fern FE 


-5 L [FOEN a 


J=o j! 
+ fesen FREDan 
再 利用 
全 Boom = Cr)" [Ean 
= (2x)"4(0) 
有 


1an) = eno (Een ol 


Ny 


x mo 5 Z (Lig) 
i=0 j! 


_， + RpCa,r) (5.26) 


ales f a) = (2x)Ë ldt O| -Bee inh (527) 


并 合并 对 于 Loa, 的 估计 , 即 得 (5.20)。 在 (5:26) 右 端的 Roy 
2) 可 利用 (5.24) 进行 估计 。 


[Ra Dl < Ch 下 G + loll EC) las 


sn 


< cu | a + a RCR aa} 
x {fa + lalaa} 


在 4 > ”时 积分 ja + ||) dn 收 化。 敢 再 次 利用 Parseval 
等 式 得 
IRAC)! < CC IG 一 aea 


"3 || acess) (meas supp g)” 


< CCCs 
此 即 (5.21). 定理 证 毕 。 
推论 5.1 设 f 和 & 满 足 上 述 定理 5.3 的 所 有 条 件 ,又 设 (5.3》 
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h a< z MGD HRF, 中 每 一 项 有 如 证 渐 近 展开 式 


Kan) < r Fee DY agfa) G2) 
1=0 
ÉE, HF 和 2 满足 定理 5.3 的 条 件 , 故 PCa, e) # (5.20) Ë 
开 式 。 现 仔细 观察 (5.20)。 其 中 alfa) 已 合 对 8 关于 x 的 2j 
阶 导数 , 故 由 (5.3), 当 一 十 co 时 (5.207 中 第 j A OC), 
而 当 eci 时 。(5.20) 中 各 项 关于 * 的 每 次 估计 是 间 碱 的 。 并 
BRI Rw(ast) 关于 s WERA 
ZN- HAN +o) +m 
它 也 随 着 的 增 大 而 减 小 。 于 是 , RENERE, a) 有 
浙 近 展开 式 (5.28)( 见 附录 三 )。 证 毕 。 


注 1 (5.28) 中 的 第 一 项 表示 Ia, 1) 的 主要 部 分 ， 它 在 今 
后 特别 有 用 .利用 《5.27) 可 知 此 项 的 具体 表示 式 为 


(Ejeetae plc (Log) ymo 
= (Bieron deuaa) a) 


x exp (isgn(frsssCz(o)»0))) gas) ast) (5.29) 

注 2 如 果 在 定理 53 中 所 考察 的 (a, +) 中 的 函数 与 

按 定理 5.2 给 出 , 且 满足 定理 5.2 中 的 条 件 (5.9), (5.10), (512), 

(513), 那 末 仍 有 定理 5.3 的 结论 成 立 。 事 实 上 , 当 ae 4 时 ,我 们 

可 以 取 9 x R, 中 充分 大 的 紧 集 K*, 使 在 K* 外 位 相 函 数 了 不 再 

具有 临界 点 。 这 时 ,利用 单位 分 解 技术 就 可 把 问题 化 为 定理 5.2 5 

定理 53 中 已 经 讨论 过 的 情形 ， 从 而 仍 可 导 得 类 似 于 (5.20) 的 展 
FR. 


二 、 拟 微分 算 子 的 象征 的 渐 近 展开 
视 拟 微分 算 子 为 特殊 的 Fouricr 积分 算 子 ,利用 上 面 的 结果 可 
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以 将 它 的 象征 的 渐 近 展开 式 玫 示 出 来 。 
BMWT AE 


Aula) = (2) f clr-s Dala, y, Ju lyjdyd8 
ue c(a) (5.30) 
式 中 ox,y,9) ESCO, x 9, x R), 6 <, p>, 


引进 投影 算 于 =: Re x RxR, >R x R 
Cx) > (y) 
并 记 天 一 <(sappa). 
定义 5.2 WERE a(x,y,9) 满 足 如 下 性 质 ， 若 C* 是 0: 中 
RE, BU KeC, 是 O, 中 的 紧 集 ;又 车 C, 是 O, 中 紧 集 ， 则 KoC， 
是 O, PHRA, BI ale y, 0) 是 属 当 支 的 振幅 
对 应 于 恰当 支 报 伍 的 拟 微分 算 子 4 称 为 恰当 支 的 所 微分 算 


P, 
ER aCe, y, 0) EAHA DSP E TOER 
H cl 扩充 到 Ca). 事实 上 , 若 we cl), HERRE 2,， 
只 要 O. c Q, K0, 就 是 2 中 的 紧 集 . 作 pe C2(Q), HE 
Ko 上 为 1. 定义 
Aula, = A(gu) (5.31) 
当 ue C(O) 时 pue CP(QO), i G31) HEARN. 并且， 
Alpu) 在 2 中 之 值 与 9 的 具体 选取 无 关 .， 这 是 因为 ， 若 有 po 
@€ Cca), 且 均 在 KoD, 上 为 1， 则 p — o, € C2(Q), HE 
Kol, LAF. AMAER z € 9,, 有 
a(z,y,9) (PO) 一 mm(y)) 一 0 
故 
Alpu) = Alpu) 
1) 通常 ,所谓 @'(a,) 到 2"(Q。》 的 一 个 连续 线性 算 于 是 恰当 支 的 是 指 它 的 
分 布 核 KA, y) BALKH, ME Cxs Cy 分 别 为 Qus Q, HORB, M 


《eppK4)*Cx>《supnKA)eC， 也 是 紧 集 ， 显 然 由 此 所 得 的 恰当 支 拟 微分 算 拖 
定义 与 定义 5.2 一 致 . 
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REE GID 来 定义 Au 在 任 一 QK5,C2) 上 的 限制 是 合理 的 ， 
且 可 知 Az 也 是 在 整个 8 上 定义 的 c= 函数 . 
定义 5.3 设 4 是 恰当 支 的 拟 微分 算 子 , 则 
gary) 一 EPA eD) (5.32) 
称 为 4 的 全 象征 ， 
由 前 记述, 这 个 定义 是 有 意义 的 . 而 且 容易 看 到 ,对 于 微分 算 
f Fx, D) 来 说 , 它 的 全 象征 就 是 p(x, E). 
现在 利用 定理 5.3 来 求 ox(x,5) EJE] — oo 时 的 渐 近 展 开 ， 
我 们 有 : 
oa(x E) = (Carrera 人 ceoa(zys6jekoadyag 


= Ca)" eneas, 0)4ya8 (5.33) 


R £= m, [nl 一 1， 若 我 们 将 * 限制 在 一 个 紧 集 上 考察 ， 由 于 
s(z, y, 0) 是 恰当 支 的 , 故 也 可 认为 。 关 于 y 的 支 集 是 紧 的 。 因 而 


oala, m) 一 Qay ffer els,y,0)ayag 


一 Qay ewersrwaCs,y,10)aya0 


易 见 ,被 积 函 数 中 的 位 相 与 振幅 函数 满足 条 件 《5.9) 一 (5.13)， 因 
而 可 应 用 定理 5.3《 及 注 2), 得 到 z — 士 oo 时 c (z, n) 的 渐 近 展 
开 式 . 注意 到 对 于 函数 (z 一 7，8 一 9>， 在 临界 点 有 


六 (x 一 y,0 一 9) 一 9 一 9 一 0， 所 以 9 一 
By 


Èe- yo-a), MA my 


o -( y 所 以 ldg] — 1 及 sgn8 一 0 
55h i 
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=; > 38 
下 相应 于 此 旬 征 的 全 分 算 子 十 
£ DAE ) 让 a, i aa 
于 是 有 
ox) ~ Qe > = 
deR AKE 
~ Di Ë (È+ 8,,08) ays olp (5.34) 


当 以 E = m RAH 即 得 o4(x, E) 函数 本 身 的 源 近 展开 表示 
又 利用 振荡 积分 关于 参 变量 求 导 的 法 则 ,并 利用 53 中 的 分 部 积分 
技术 可 得 


goe E) = G=)” E © orerye- D)alx, y,0)dya0 


一 Oo” -名 ss- 2) a(z,y,0)dya9 
— G)" ffe nson 8 ersy50)ayd0 
groo- orijen). 


+ ere S ayas 
x, 
- Ga 一 D peye °) a 
By; 
+ eer-® Oe Selaras 


= G>” 人 a (2 +È) (x,y,0)dya0 
从 而 可 知 


zD D gy (X p ron) aG) 


k 
l para 
= 21 = 8;Dia(x,y,E) 
Tal s=: 


不 仅 按 函 数 本 身 的 渐 近 展开 意义 成 立 , 而 且 右边 关于 .z, 占 求 导数 
后 , 仍 为 左边 求 相应 导数 运算 后 所 得 函数 的 渐 近 展开 ,所 以 按 定义 
2.6 中 所 述 渐 近 展开 的 定义 , 仍 有 
s (D ~ D È S8Dia(z, y, Əl (5.35) 

这 就 是 拟 微 分 第 子 全 象征 的 渐 近 展开 式 ， 它 也 告诉 我 们 ， 当 振幅 
a(z,y,8) 确定 后 ,由 上 式 可 在 mods” 下 唯一 确定 全 象征 ole, 
£), HEX a(z,y,E) E€ SZO x 9 x Re) B, oale, E) € Shs 

利用 全 象征 , 一 个 恰当 支 的 拟 微 分 算 子 就 可 以 表示 为 《4.14) 
的 形式 。 事实 上 ,对 we C2(9)， 我 们 有 


Aul) = ayj fereale, Y, OJuly)dydð 


~ aaf ferea 
x [Cany f ea laazdg Jaya 
= Gaye f feniu 
x [caa |. e>e9aCe,y,oyaya8]asa8 
— oyf |ee aale, Sule)dsas (530) 


我 们 再 强调 一 下 ,对 于 所 微分 算 子 来 说 ,全 象征 与 振幅 是 有 密 
切 联系 , 但 又 有 区 别 的 两 个 概念 。 全 象征 不 仅 可 视 为 一 个 特殊 形 
式 的 振幅 ,而 且 对 于 恰当 支 的 拟 微分 算 子 来 说 , 它 总 可 用 其 全 象征 
表达 为 (4.14) 的 形式 , 其 全 象征 与 振幅 的 关系 由 《5.35) 确定 , 它 
ik mods ”的 意义 唯一 确定 。 

对 于 一 般 的 拟 微分 算 子 4， 则 可 将 它 分 解 为 具 恰 当 支 的 拟 微 


"55. 


分 算 子 与 光滑 算 子 之 和 ， 事实 上 ,车 
Aue) = C25)"") | ermalssy, Oa Cy)dyd0 


作 gx,y)E C=(Q x 9), 在 8 x 9 的 对 角 线 附近 为 -1， 且 使 两 
个 投影 suppp 一 都 是 恰当 的 , 则 可 将 4 写成 
Aula) = AG) + Aula) 


= (2a | —eraCe,y)aCGe,y,9)uG)aya8 


+ O fea — ə(e,y))aGe,y,0)aG)aya8 


(5.37) 


4 是 具 恰 当 支 的 拟 微分 算 子 , 而 A, 为 光滑 算 子 。 在 许多 应 用 中 ， 
人 往往 可 以 忽略 ,而 对 于 41, 其 主 象征 可 以 按 (5.35) 求 得 其 渐 近 


展开 . 


主 部 所 对 应 的 多 项 式 。 因 有 


为 方便 起 见 ,我 们 称 与 全 象征 cd(x,) 相差 一 个 5” 类 函数 
的 SZ, 函 救 为 4 的 象征 。 显 见 ,(5.357 给 出 了 象征 的 一 个 表示 式 ， 
而 对 右 端 加 上 任 一 S ”函数 ,仍然 是 4 的 一 个 象征 。 


(5.35) 右 端 第 一 项 往往 特别 本 


ER, CMH 


F 一 个 微分 算 子 


而 有 必要 给 其 一 个 专门 名 称 ， 我 们 称 


au (z, E) 在 SEa Soan 中 的 等 价 类 中 的 任 一 元 素 为 4 的 主 象 
1. EA, (5.35) 右 端 第 一 项 a(x,x,5) 就 是 4 的 一 个 主 象征 ,在 
modsa 9 的 意义 下 它 是 唯一 确定 的 。 


. 
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第 二 党 ”分 布 奇 性 的 徽 局 部 分 析 


微分 方程 理论 中 的 重要 课题 之 一 是 关于 解 的 奇 性 分 析 ， 它 紧 
密 地 联系 着 解 的 存在 性 和 光滑 性 等 性 质 的 研究 ， 本 章 将 对 分 布 的 
奇 性 作 较 仔细 的 研究 ,其 中 特别 包括 对 Fourier 分 布 的 奇 性 进行 研 
究 ， 并 指出 分 布 在 相互 作用 与 运算 中 其 奇 性 的 变化 规律 .与 第 一 
章 的 讨论 不 同 ， 本 章 所 涉及 的 奇 性 分 析 一 般 不 仅仅 在 自 变量 空间 
中 进行 讨论 ， 而 且 要 在 以 自 变量 空间 为 底 空间 的 余 切 从 内 进行 讨 
论 ,因而 分 布 的 奇 性 将 用 波 前 集 来 进行 描述 。 形 象 地 说 , 当 某 分 布 
在 一 给 定点 有 奇 性 时 《〈 即 在 该 点 的 邻 域 中 非 c= 函数 )， 往 往 不 是 
在 各 个 频率 “方向 ”都 表现 出 麻 福 的 。 从 中 分 出 那 部 分 含 奇 性 的 
“方向 ”就 导致 波 前 集 的 概念 ,因而 这 是 对 于 分 布 奇 性 更 细致 的 分 
析 ， 然 而 正 是 这 种 分 析 , 在 近代 偏 微分 方程 理论 的 研究 中 ,起 着 
很 重要 的 作用 .本 书 的 第 四 章 将 对 此 作 一 些 介绍 。 


51. 波 前 集 的 概念 
一 、 高 频 集 


分 布 的 奇 性 是 一 个 局 部 性 质 故 不 妨 设 所 讨论 的 we e (Rr). 
根据 Paley-Wiener 定理 , v 的 Fourier 变换 AE) 是 一 个 5 的 只 是 
在 无 穷 远 处 带 有 某 种 罕 次 增长 的 函数 (车 视 专 为 复 变量 , 则 ACE) 
是 整 解 析 的 ). XÆ nue CER), WAG) 关于 ELSTARA 
碱 状态 ， 即 系 OC1$1*)，N 为 任意 数 ， 且 反之 亦 然 .由 此 可 见 ， 
车“ 不 是 C* 函 数 ,就 必 存在 某 些 二 的 方向 ,使 得 ACE) 在 这 些 方向 
不 是 急 减 的 。 RARR TUAE ESEA E AE) 34 
£ — oo 时 的 增长 状态 去 研究 分 布 的 育 性 ， 这 种 方法 就 是 Fourier 
分 析 中 的 频谱 分 析 ， 
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定义 11 对 于 we @'(9)， 它 的 高 频 集 3C4) 是 Ra\{0} 中 
这 样 的 集合 :52() 的 充 要 条 件 是 存在 名 的 开 锥 邻 域 7， 使 对 
任意 的 N, 关于 se V 一致 地 有 

ICE) < CuCl + ED™ G) 

E, Xa) 是 RAO) 中 的 闭 锥 而且 I= 好 与 ze 
C?(9) 等 价 . 

定理 11 若 pe CP5(O), =€ #'(OQ), 则 


3KCpx)CECo) (1.2) 
证 . 设 6,E2(w)， 故 存在 5 的 锥 邻 域 V, 使 对 任意 的 N 有 
RE, Cul tI) gEV (1.3) 


XI s€ #'(Q), ACE) 组 增 , 即 存在 了 使 
IA <+] EER, 
考察 _ 
IEG = CCO 


< Ga IEE — Adn 
< c ( | 16E — Dac)lan 


+ falô — mG + Ialta) 
=C, + L) (1.4) 
利用 G + lED < G + Ië —aDG + alp EF REV 
上 的 (13), 对 任意 的 N, 有 
LLC + [ED | 10E- DI + 1E — nl 
x (1+ |n|)'an 
< CRC + [EI 
取 队 为 包含 总 且 全 都 仿 在 亚 内 的 闲 锥 ， 当 EE ome RAV Ms 


lE — nl S SCIE] + 1%1) 2 slij. wi EEV 时 ,对 任意 的 N 
有 


IGE DIG + |g E 


w 


neasi fa 


459， 


<a HED fo (PCO + 18148 
< CYCLE 二 [g 
把 上 述 关 于 I 和 了; 的 估计 式 代 人 《1.4), TAH EEV 时 , 对 任 
意 的 N _ 
KNE < #,G + JED 

此 即 表示 名 EC9x)。 定 理 证 毕 ， 

由 定理 1.1 可 知 ,着 5E2(w)， 则 经 2(pu)， 这 就 可 对 分 布 < 
在 底 空 间 上 进行 局 部 化 。 更 进一步 , 由 此 还 可 以 考虑 # 在任 一 点 
的 高 频 集 . 

定义 12 ik s€ Z'(Q), z€ 0, 称 

Z,G)= [l (ea) (15) 


ec 
(xy0 


为 分 布 * 在 = 点 的 高 

显然 .Cw) 也 是 RAO 中 的 闵 锥 . 

定理 2 对 任意 包含 Iu) 的 开 锥 Pu, 存在 * 点 的 邻 域 Do。 
使 当 g€ CIU) 时 了 ez)CFu。 

证 , ÆR Se F = (5; EEV E| = 1}. N EECa) Wk te 
在 we CO) RE b TEV, EEV HA 

|K(@a)G8)] < CxG + [ED YN 

注意 到 五 的 紧 致 性 ,利用 有 限 覆 盖 定 理 , 存 在 dos n 及 Vies 


Vas EU VDF. 对 每 个 有 di(s) 0, BEV h 


[BD < CrCl + |Ë VN, 1<i<m 


U,Csupp (HI %) 
Ë pe CPU.) W, 
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此 处 
+= ROM CEU) 


再 由 定理 11， 在 Ü iki 


GOON CG + EDY 
故 SCpu)CVa. 定理 证 


$L 定理 1.2 F RAS 
Elpa) — E(u) CH supp p — {x} 时 )》 

E2 类 似 于 定理 1.2 的 证 明 可 知 , 2 e= 好 ， 则 存在 
g€ CICO), p(x) = 0, 使 得 put C"， 反 之 , 若 存在 pe CO), 
ple) = 0, 使 得 pue Cm"， 则 显然 有 2.(w) 一 Ø. 于 是 (1) 一 
多 等 价 于 z Esing supp z, 


二 、 波 前 集 . 
上 节 我 们 已 经 扣 及 ,一 个 e0) 分 布 是 否 为 C 函数 等 价 于 
F Fourier 变换 是 否 急 减 ， 由 于 奇 性 是 局 部 性 质 ,所 以 我 们 可 以 局 
部 地 叙述 这 个 结论 .这 就 是 : 对 we DCA), zç sing suppu 的 充 
要 条 件 是 ， 存 在 x 的 邻 域 5， 使 得 对 任意 的 pe CU) 及 任意 
N, FE Co EA 
[po < CrCl + [ED EE RALO} (1.6) 
将 RALO) 上 的 方向 5 作 更 细致 的 分 类 ,我 们 引信 
定义 13 Si n RRR WFC) 是 0 x RAF 中 这 样 的 
Er: (za ËO) EWF) 的 充 要 条 件 是 存在 x% 的 邻 域 口 及 的 锥 
BRV, EHER pE CU) 及 任意 N. 存在 常数 Ca, 使 在 7 中 
I(ga)(8)| < Caa + lED (1.7) 
与 上 节 引 人 的 高 频 洁 丰 联 系 , 我 们 有 如 下 的 定理 : 
定理 1.3 波 前 集 WF) BB 0 x RA(0) 的 集合 
{Cx,5); E)E Q x Re\{0}, £ € Z,(a)) (1.8) 
证 . 若 (x,#)eWFCw)， 即 存在 * 的 邻 域 避 及 上 的 锥 邻 域 了 ， 
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使 当 pe CP(L) 时 ,在 了 中 不 等 式 (1.7) 成 立 ， 因 而 sexo, 
#eZ,(u), 天 (E)E 集合 《1.8). 

反之 ,车 (x,8)E 集合 (1.8), 即 EESC), 故 存在 pe c2(O), 
ple) Z 0, 使 565(gqpn), MEE E 的 欠 邻 域 , 使 得 在 内 (1.7) 
成 立 ， 取 UCsupp p， 按 定理 1.1, 对 任意 的 pE C2(U), # V h 


(GOB) = P(E pu GD ~ oG + 人 Dr 
Pp . 


此 即 (z, £) € WF(Cw)。 定理 证 毕 . 
集合 (1.8) 又 名 奇 性 谱 。 从 定理 1.3 知 , 奇 性 谱 与 波 前 集 实际 
上 是 同一 个 集合 . 
显然 ,WF(w) 是 0 x RAO) 中 的 闭 锥 . 并 且 当 we #'(Q) 
时 , 它 在 空间 R。 上 的 投影 就 是 高 频 集 ZCx)， 非 但 如 此 ,由 下 面 
定理 1.4 可 知 , 它 在 底 空间 上 的 投影 就 是 奇 性 支 集 sing suppu. T 
解 这 一 点 对 于 波 前 集 的 计算 也 是 有 益 的 . 

定理 14 记 z 是 2X R.M) 到 底 空间 & 的 投影 ，(z, E 
>z, M| 

G) =GWF(a)) = sing supp u (1.9) 

(2) WECula) = WFN) _ (1.10) 
其 中 Q, 是 人 内 的 开 子 集 ，WF (ulo) 表示 # 视 为 D0) 分 布 时 
的 波 前 集 . 

W. C) 显然 ，x(WF(w))Csing suppw， 为 证 sing suppzC 
WE(w)), IEIR he (8; [E] — 1]. 因 (wo, EJEWF Cu), WE 
在 国 的 邻 域 已 及 名 的 锥 邻 域 了 使 当 pe CU) 时 (1.7) 成 立 。 
出 于 球面 |#| — 1 的 紧 性 ,可 存在 如 上 有 限 多 个 锥 邻 域 了 ,它们 覆 

4 
盖 球 面 。 相 应 的 x 的 邻 域 记 为 Utes Up 则 令 W= n Un 
g€ CP(W) 时 《1.7) RINA E SRIAN zo € sing supp 4。 
Q) 设 (w) E WFCulo)s Æ z€9,, 则 (xo,50) Š (Q), 


Bü Go) € WEU) NCO), E z€ 9， 按 定义 , FEE xo H 
PRUCA, K E BV, EH pE CAU) 时 在 了 中 《17? 成 


-l> 


立 . 注意 到 UCA, fk Costo) Š WFCu), 从 而 Cros) Š WEC) A 
= (9), HER, WEC) o) DWE) NAA). 

反之 ,显然 有 WE(ujo)Ca (O), XH r€ 9, B. (z E) € 
三 F(z), 则 存在 和 的 邻 域 忆 与 部 的 锥 邻 域 了 ,使 当 pe CFCQ0) 时 ， 
EV h (1.7) 成立 . WU, = UNA, BERI G, 8)eW F(u| a), 于 
是 知 WF(a|o)CWF(s) a (9). 定理 证 毕 . 

这 定理 的 第 一 部 分 表明 波 前 集 与 奇 支 集 相 比 ， 是 对 分 布 背 
性 更 细致 的 拱 述 ， 它 告诉 我 们 关于 分 布 奇 性 更 丰富 的 信息 . 由 
(1.7) 知 , 当 分 布 在 某 一 点 呈现 寄 性 对 , 还 不 一 定 在 该 点 的 各 个 方 
向 都 表现 出 奇 性 ,于 是 将 这 些 方向 可 再 作 一 次 划分 。 而 波 前 集 则 
是 所 有 奇 点 并 附 以 坷 方向 的 集合 ， 又 由 定理 的 第 二 部 分 结论 , 对 
FE— w€ Z'O), HE pe C(O), 记 O, AE p == 0 的 点 的 集 
€, 则 WF(s) 和 WFCujo,) 在 9, 上 是 一 致 的 。 又 不 难 证 明 
WF(s|a,) 与 WFCpu) 是 一 致 的 ， ME, WEC) 具有 局 部 性 
质 


[ 鲍 1] WF(8G0)= {C0, E); £ 0) 

事实 上 ,由 《1.9), 当 x z 0 Ff, (,8) € WEC). mH x= 0 
时 , 对 任意 pC) € C2(R") B pC0) = 0, 4 (g6(8)) =e(0) = 
0, 从 而 (0, E)E WF(8G0)). 
[02] ER 中 定义 函数 


1 y>0 
CODER ;= 


W sing spp H — (x，0)},， 且 有 
WECH) = {x,0; 0, z); n * 0) (111) 
事实 上 , 取 pey) € CRD, 有 
GED = |" ee ( ee, pe Jax 


(RO Ea p eIap(xsy) dy 


则 p,G) € CICR), H p 的 支 集 与 4 无关。 从 而 ， 按 Paley- 
Wiener 定理 , 对 任意 N. 存在 与 ?无 关 的 Chs ERA EERA 
ICGOH)(S, DI < Cx + [#| 

HERA (E, %)& RaA\{0}， 分 两 种 情况 : 
1. E Æ 0, RIE (Eo mp) 的 锥 邻 域内 每 点 (#, 2) 有 


H =< const 


于 是 
+ em [i + (TT lel com 181 
代 人 上 式 可 知 在 (名 ，p) 的 锥 邻 域内 有 
ICQHX, | < Cl + E + PPT 
EAR, Eo BP Ge,0;5om) É WFH). 
2. a= 0, m 2 0 Pt, 16 


pO) = |” oG, dx 
Go, = | ( “oG, as) oy 
-p paly) e dy 


一 二 po) + a m 


x (PKO) + [errea 
对 任意 * 及 (x, 0) WEBBU, 总 可 取 p(x,y)E CIU), E 
[ees0)ar ~ pO) == 0 


而 等 式 右 闭 第 二 项 为 o (5; i) BANER MAT 0505) 
€ WF(H). 

综 上 所 述 , 知 (1.11) 成 立 . 

上 面 已 经 指出 ,分 布 的 波 前 集 是 一 闭 锥 有趣 的 是 , 任 一 闭 锥 
也 可 以 作为 某 个 分 布 的 波 前 集 。 这 个 结论 将 由 下 面 定理 的 推论 给 
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出 . 

定理 1.5 任 给 一 点 (x,8), EA, AAAS e 
E WFC) = [(z,:Ë); t > 0}. 

TE. 不妨 设 x 一 0, W plee CIR), E p= ptpE 
CER"), 有 名 一 (名 之 0。 于 是 可 以 取 到 p) E CF(R") 使 
$0) 一 1。 FEA 

u(x) 一 > KOL ka Jee (1.12) 
Hx Ob, tH p(kz) 的 性 质 知 ， 上 述 级 数 仅 有 有 限 项 , 因而 在 
到 0 时 , ¿€ C”, 且 当 x 充分 大 时 ,对 所 有 有 Wke) 一 0， 所 


以 G) RARER. 当 一 0 时 , a(0) 一 OPN a AR. 


MO 一 人 21 Oee eode 


-过 ERA 
-De = KOF 
= -n-z (2 te 
> 4 (z z ) (1.13) 
取 名 是 任 一 自然 数 ， 


AGE) 一 > A 
AMRES ERNA ARE < CG + Rl 成 立 。 由 
此 可 得 ((0,:F); r > OCW F u). 

B-P E nA, PARVAR n EEV. PE 
Bo 使 


Im — EV 2: elni + |#ë|) 
a — KE 2 ek Cal + KIED 22 2s,|n|2|s 2 
又 8ECFR"), 所 以 EE = OC + EDY AEREN BR sr, 
H L = Ka — KE) RAA 
(12 KE r y- 
Je (=) Cul + [a 58 


BACI, 有 . 

ADI < CRCI + (al ke c G + Iyf PA 

k=l 

HEV RAAME ú= £ 时 ，(0, n)Š WFC). 定理 证 
+, . 

推论 L1 任 给 Q x RALO) 中 的 闭 锥 T， 可 作 一 个 分 布 ,全 
得 WF(¿) = T. . . 

证 . 记 一 {(x,6); G, e Tu = 1}， 在 卫 中 到 移 密 点 
AI {Cras $4 )}， 由 定理 1.5, MYE un Ë WF (u) = {Cras tEn); 
1> 0 £ u= Dita 按 分 布 空间 中 的 收 全 性 ,由 u 一 致 有 界 
可 知 we D'CO), WFR WEG) =T. o 

设 Ce, EJET, + =p 有 (zs5)e F. 3 (x, të 
WF(w)， 按 定义 ,存在 * BRU B T REBR V, E pec 
(0), 有 (1.7) 成 立 . 而 由 (GO, EJ) RRE, FE neU, 
BEV, É Ga, 8) 8 WFGO. 考虑 到 每 个 各 之 90， 从 而 à > 


去 has Gas En) WP Cus). 这 与 (tos En) € WEC) P. 因而 


x» E)E WFCu). 

反之 , # (z, ET, FERA u 都 是 C” 函数 , 且 其 各 阶 导 
数 的 阶 与 无关, 故 有 we CU)。 又 当 z€ nT ih i (E)r 
TARSI E HERRY 使 了 与 = T 不 相交 ;于 是 如 定理 1.1 证 明 过 
程 中 所 指出 的 ,有 |£ 一 Kinl 2 so [5| H REl) B s, 22 > 
0， 从 而 也 有 JAEN < C.G E EDO 对 任意 N 成立, 且 Cw 与 
7 汛 半 , 代 人 w 一 号 去 ws 可 知 在 了 中 成 立 | 站 的 | < cO 十 
IED. g G, EJEWF CG). 推论 证 毕 . 

BOE 3 1.3， 波 前 集 的 定义 是 依赖 于 坐标 系 的 选取 的 ,然而 当 
我 们 换 一 个 坐标 系 采 扒 写 一 个 给 定 的 分 布 时 ， 其 波 前 集 能 否 通过 
坐标 变换 关系 求 得 呢 ? 下 面 的 定理 给 出 了 波 前 集 的 一 个 与 坐标 选 
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双 无 关 的 定义 ,从 而 也 自然 地 回答 了 上 面 的 问题 . 
定理 1.6 (z,F)6W F(6) 的 充 要 条 件 是 ,对 C x R,) 中 
给 定 的 任 一 满足 Cn,0o) = Eo 的 实 值 函数 (z, a), 在 在 am 的 
邻 域 Vo 及 ao HBR dos 使 对 任意 p€ CU), A 
(Kus pw) < C AT) (1.14) 
对 se A 一 致 地 成 立 ， 式 中 是 任意 常数 。 
证 . 先 证 充分 性 . 取 p=, a=5, @(z,a)= rE) 
s = o, IJ 人 
Kuspe iE), = [Cpu XTE) < CG + r)" 
W P€ Vo (E RBR) 一 致 成立。 于是, 在 定义 1.3 中 的 下 取 为 
[ESEE Vo > 0} 后 即 知 (17) 成 立 . 故 (eE) EWF CUu). 
为 证 必要 性 , 设 x6, h) & WF(w)， 则 存在 定义 1.3 中 的 上 和 
V. BaP me CU (U, 的 具体 取 法 网 后 ), fE pe CPU) 
以 及 me CF(D), 在 Uo 上 p. == 1, W 
(u, pe tiny, = (gu, peny, 
= {EC p) FC pu): 
Hk FA F SARAR Fourier 变换 和 Fourier 逆 变 换 ， 由 于 pu € 
(0), ik Flou) E—ARARR. 设 V, 是 总 的 有 限 领 域 ( 注 
意 , 7。 不 是 锥 邻 域 1), 作 分 解 


Cpe (| +Í.) 


x ( J =e9-%emg, 121 (puX(rẸ)dE 


注意 到 在 品 的 锥 领域 了 中 |F pu) E) < Cw(1 + EDI 与 在 
各 的 有 界 邻 城中 | F(pu)(z8)| < Cn(1 + r) ” 是 等 价 的 , 则 


由 (ereen Gaz 的 有 界 性 及 ,具有 限 测度 ,可 知 
| 信人 eeerewDee) PCE aE 
< CK 十 DY 
再 考察 RV, 上 的 积分 ， 此 时 FEP, 由 (ws oo) = Bos 存 
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ÉE x Be a 899838 UCU (前 述 的 Uo 在 此 处 选 定 ) 及 Ao 使 得 当 
(zsa)e U, X Ao EEV BE, (dalea) — El >e, TERMA 


于 一 飞 EE, BRA EOSED SIA 
可 得 


fersen-væm pyas = o (GQ + |ë yt), k 任意 正 数 
而 另 一 方面 ,由 于 FCqu》 是 的 缓 增 函 数 , 故 存在 1 使 
IF(e@s)(s8)| < CA + [rE < Cr + ||): G > 1) 
因此 也 有 
[fi 10g) EEE | < CKA ey” 
对 “6 A 一致 成 立 ， 定 理 证 毕 - 
现在 我 们 来 说 明定 理 1.6 怎样 回答 了 在 此 定理 前 面 所 提出 的 
问题 .我 们 知道 , 若 0,,9, 是 R, 上 两 个 开 子 集 ,4 为 Q, 到 包 上 的 
BOREAU, Wa 的 自 变量 为 =; Q, 的 自 变量 为 了, JO) E 
MATEY Jacobian， 则 对 于 任意 的 分 布 ve D(a), TAN FE 
的 恒等式 定义 woh《 见 [6]) 
Kuoh, Ps = Cu, CPA} Vee cra) (15) 
故 若 Keso) 是 定理 1.6 中 引 人 的 函数 ,自然 有 
{uohs px) eh Y= 人 wpCz()) ¿eneo (1.16) 
记 
p(x(y)) 


则 《1.16》 右 端 可 以 写成 《x, Oene, AE (xos h) € 
WFÇu), HEH 1.6 知 对 任 一 满足 br(zyao) — B 的 C% RAR 
po 存在 和 的 邻 域 De 与 的 邻 域 4o， 使 对 任 恋 pe CU), 有 
(1.14) Ri. 注意 到 此 时 


FC yasa) = prisa) (2) 


ðr 
ðy 


=P) € C(A) pG) sa) = PCy ra) 


az 
By 


3 
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《5I7》 


— k [= 
=h (a) yeya 
《在 上 式 中 Fy, das E 均 表 示 行 向 量 ), 记 更 (yo ao) = mo MARE 
理 1.6 知 (ys a) € W F (uoh). HF š R Q, F) 8; 的 同 目 ,因此 由 
(o m) € WECuoh) 也 可 推 知 (xo) € WF(u), HR m 35 5, 5 
按 (1.17) 联系 ， 注 意 到 1.17) 就 是 坐标 变换 y 一 y(x) FRI 
A T*(0.) EEE (e, E) 的 变换 规律 ( 见 附 录 二 )， 所 以 上 面 这 一 
段 叙述 就 说 明了 分 布 x 的 前 波 集 WFC) 在 坐标 变换 下 是 余 切 从 
二 的 不 变量 , 它 说 明了 波 前 集 与 坐标 选取 无 关 . 

三 、 分 布 空间 多 1(9) 


现在 介绍 一 个 分 布 空间 @f(8)。 它 与 波 前 集 有 关 , 昌 在 以 后 
有 关 波 前 集 的 讨论 中 要 用 到 它 . 
定义 14 设 了 为 0 x Ro\{0} 中 的 闭 锥 :定义 
D,a) = (uu € BO), WF(u)CT) (1.18) 
由 此 定义 , w€ DiC) 意味 着 对 任意 pe C(A) 及 闭 锥 了 C 
R,, Æ (supp g x V) DT = %, 则 对 任意 N 有 


sup G + JEDNINE < oo (119) 


事实 上 , 按 定义 ,对 任意 x€ supp ps5E 了 ,x8)EWF(u), I 

FTE PRU K E REBR V, 使 在 了" 中 一 致 地 有 有 
G EDIC pu] < cx 

由 (Ege Vli = DAR spp 的 紧 致 性 , RAUBAIRE 
定理 及 单位 分 解 定理 推 知 (1.19) 成 立 . 

在 DO) 上 用 下 面 的 收敛 结构 引入 所 拓扑 : 设 w€ 2; (Q), 
所 谓 y> Za) 是 指 , 当 i 一 co 时 有 

(Duwi0 (@(9)); 

Q) 对 任意 pe Ca) 及 闭 锥 VCR。, H (supppXxF)nr 一 
， 则 关于 任意 N 有 

aga + EDENE 0 (1.20) 


a ése 


定理 17 CO) 在 DKO) HAR. 
证 ， 取 有 界 开 集 序列 (9): 对 每 个 is D AF Qa za, 
U@;= 9. fE hE C? On) EEO 上 为 1， B. 0 < $; < 
再 作 GO) € CICO) ,使 得 xG) > 0, 当 |z| 2 1 89, =a 
且 feas _:. 


记 ó; = dist(80;,80i4)。 取 单调 趋 于 零 的 正 数列 {s 使 它 
们 满足 


s; < 


n|» 


令 
ayf x 
we) = g x (=) 
则 
Zor -] 
用 为 (z) 可 作 正 则 化 算 子 万: Ju) = Lika 1 u = Chu) W 
s€ C(A). 以 下 证 明 本 一 以 GT09)). 
为 此 , 任 给 pe C2C9), HO, (PCa), 使 supos, 取 
pe C2(O), 使 在 如 上 为 1, IE er — dist(suppp 80) > 0,188 R 
RIKEN j > kit Q,_,Əsupp p e <e, ERA 
Luis p) = (JCh) p) = (Ca), p) 
—> (pup) = (upp) = (G p) 
此 即 a; — z(22'(Q)). 
其 次 ,为 证 实 《2)， 设 9 及 下 潇 足 (ppe x V)NT = Ø, 则 
可 到 O 与 使 其 满足 上 述 条件 外 ,还 满足 (supp$ x NTE, 
于 是 ,如 上 面 的 分 析 可 知 , 当 j > k Bf, 


Cp — (Ga) = F(e[J (ea) — #u])(8) 


m (Gol = AEO < Gol, 又 由 定理 11 知 
Z(ə//(0x))CZ(Cbe)) 
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所 以 , 对 任意 N,, 有 

sap sup (1 + [E)E CPL ($u) — du)! < co 
于 是 ,对 任意 的 NN, 可 到 N. >N + L, 而 有 

Bp G + [EDI Cpu) — (pu)| < Crll + [ED 
取 M 充 分 大 , 使 当 [E| > M 时 上 式 右面 充分 小 , 当 |El < M W. 
由 正则 化 算 子 的 福 质 知道 , 当 7 充分 大 时 ， 

(+ JEDLE: Chu) 一 ga 

关于 &eV 的 IE < M 部 分 的 上 界 也 能 充分 小 、 综 上 所 述 ,只 需 
i 充分 大 ,对 一 切 #&EV 就 列 有 《1 + IEI Cpu) — Cpu), 充分 
小 。 定 理 证 毕 . 


52. 波 前 集 的 运算 


我 们 今后 将 经 常 以 分 布 为 对 象 进行 一 系列 的 运算 .经 过 运算 
后 所 得 的 分 布 的 波 前 集 与 原来 分 布 的 波 前 集 之 间 也 存在 着 一 定 的 
关系 ， 简 称 为 波 前 集 的 运算 .本 节 将 对 一 般 分 布 的 某 些 基本 运算 
建立 相应 的 波 前 集 的 运算 关系 ,如 分 布 的 前 推 \ 后 拉 、 直 积 、 乘 积 以 
及 复合 等 。 在 下 节 中 再 专门 针对 Fourier 分 布 进行 讨论 . 


一 、 分布 的 前 推 


定义 21 设 9.,9, DE R, R” HAR, 0:0, — 9, 是 一 
EC 映射 ，u€ D'(0:), HAER pe C), WAR up 
(@(x))》 有 意义 ( 且 定 义 @'(O,) 中 一 元 ), 则 定义 Peu € D'(0,) 
为 

{Bunsp)y = <u, 9(0(z2))> Vpe C2(0,) (2.1) 
并 称 gsx 为 分 布 x 区 前 扒 。 

AE Cu, pC@(Cx)))€ 多 '(0,)， 要 对 分 布 * 或 映射 附加 菜 
些 条 件 。 例 如 在 下 面 三 种 情况 下 ，《w, p (DCx))》 就 确实 是 属于 
多 (9,) 的 ， 
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(1) uE @”(0.). 
G) s€ D'(0:) p EA 35083, BH O, 中 紧 集 关 于 映射 名 的 
原 象 是 9, 中 的 紧 集 . 
(3) O 在 suppu 上 的 限制 是 恰当 映射 ， 即 Q, 上 紧 集 的 原 象 
与 supp # 的 交集 是 紧 集 . 
显然 , 《1),(2) 都 是 《3) 的 特例 ,我 们 称 上 面 的 条 件 为 前 堆 条 
#. 
对 于 映射 8, I'O. 是 该 映射 在 x 点 的 Jacobian 的 转 置 ,又 记 
Ne 一 {(y ,9); y = @G), HRA z€ 9, RHE O, gm0} 
C2.2) 
则 以 下 的 定理 成 立 。 
定理 21 Ëu, @ 满足 前 推 条 件 , 则 
FF(Gse)C{tC7:9)3 y 一 (x), 且 对 满足 此 式 的 某 x 有 
(zy Ge q) E€ WECu)} UNo (2.3) 
TE. 只 要 证 明 , 任 取 (yo m), 若 对 使 B(xo) 一 yo 的 所 有 x*%。 有 
Caos Da, * m) E WFCU) B. ‘Dr, pA 0, MÜ (om) Š WF(@.a). 
按 定理 1.6, 我 们 只 要 证 明 , 对 任意 满足 byly aÚ) 一 m 的 实 
ER pys a)€ C”(R" x Ro) EE yo BIRER Vo Ë a AIBR 
Aor 使 对 任意 pCy) ECO.) 成立 
(Pyu, pe}, = O(1 + ry" (2.4) 
上 式 左 端 即 《w,p(BCx))e eene, EAEE 


名 二 E 9(0G0),a)leo 


~ DE OO, liay = Pa m 


则 名 >e 0, 由 假设 知 , E x HBR U 及 a HIWI Ao, 使 对 任 
ERE) ECRU), E A AA 
G ALEJ ETERO = Of1 + ry” (2.5) 
记 天 一 多 (yonsuppw， 则 由 前 推 条 件 知 天 为 紧 集 , 故 存在 
I ERK U K Ao H Utte Ur K Aoi An 使 KC 
ne 


t 
U U. 同样 ,利用 前 推 条 件 及 四 的 光滑 性 知 存在 y, BR V, 使 
了 下 
H 
PVONsupp DEN U; 
=l 
令 
do 一 ñ Ai 
KERAF (D) 的 单位 分 解 


i 
Eh Dine) 一 1 e BVON suppu), supp nUi 
i=l 
于 是 当 ae Ao pE C?(V.) 时 
Cu pl) Je Oy 
1 
一 2) usm p(B ee 
f=1 
= o(1+ >)" 
故 得 2.4， 定理 证 毕 。 
[ 例 1] 设 @;0,— 2; x O, xit (z,0), TR O ERAR 
H. 故 对 ue 2'(Q,) 可 定义 Puu, 
AD s€ C(O), REX 
《gszop(zyy))eoy = Cus pCO) ) Ye 
右面 = (z, p(z, 0); = (Cu(6)5(y), Plas 7) 所 以 Pan 一 
s(z)8() 
因为 当 z € C" 时 WP (u) DRR, ik (2.3) 


WECO) Enem G, say 9, (E) = o) 


ma o= (,) 9 Go, #8 o, (È 
了 任意 .于 是 : : 
WF(s(s)6(y)2C((z,0,0,7); n = 0 


+ 2° 


=o m=, 


二 、 分 布 的 后 拉 
设 8: Q,—>Q, E: C7 映射, 0:.CR",0,CR", 则 Cc“ RR z(y) 
的 后 拉 gx 定义 为 
D*u 一 uo — (Dl) ) (2.6) 
显然 ,对 于 任意 p(s)e cra), 有 
(@*a, p) = (uO) p) 
- Cay (enoda Aanar (2.7) 
当 w 是 分 布 时 ,如 果 (2.7) 右 端 有 意义 , 我 们 自然 用 它 来 定义 分 布 
的 局 拉 . 可 是 对 于 一 般 的 分 布 ,不 一 定 能 作 Fourier 变换 0(0), 
且 即 使 其 存在 , 《2.7) 右 端 积分 也 不 一 定 政 敛 , 然而 我 们 有 
定理 22 设 O, x R,M0) 中 闭 锥 T 满 足 TN Ne= Ø (No 
的 定义 见 (2.222, Mh o FHRA B*: CY(Q,) — CFCQ:) 可 
唯一 地 扩张 为 Dia) Da) 的 连续 映射 ( 仍 记 为 @*), 
此 处 
T* — ((z,E); FE w fë O, > n = Ë = 0,(0(z),n) € T) 
且 对 任 一 we Zi) 有 
WE(O*u)C{C, E); Bx) — y, Be * n = EZ 0, 
Osn) € WF(u)) (2.8) 
证 ,我 们 分 儿 步 来 扩张 8* 的 定义 域 ， 先 讨论 we 8'(8,) 的 
情形 ， 此 时 若 @(supp wp) 门 appa = Ø, REWE we 一 Jon， 此 处 
天 是 正则 化 算 子 , 则 当 £ 充分 小 时 we CrO) B. 
Psupp p) (Y supp m = Ø 
因而 《me《@(x)),p》 一 0。 所 以 ,这 时 我 们 可 以 用 lim 《@*ues9) 来 
EX (A*u, p)， 它 的 值 显然 为 零 ， . 
当 @(suppp) N suppu = @ h, 8241538528 Fš lm (@*u,,p) R 
定义 《gz*ws p). 由 Fourier 变换 的 性 质 知 0,(a) — C), Wk, 


问题 是 说 朋 在 适当 的 春 义 下 |,emwe(e8C9)aaax 存在 ,而且 
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所 此 还 不 难看 出 
CROO 


-_ [| seoeG08C0)4648 
现在 来 说 明 
jf e@0(,9p(a)0(n)dndz 

在 一 定 意义 下 存在 . 任 取 x, € supp pyo == PCr). Fi ye € suppa, 
则 存在 RPR U,, 使 OCU) N suppu = @; 另 一 方面 , 若 z€ 
supp p Ë. yo€ suppa, 则 由 TNNo = @ RT, = (n;(yo n) € T) 
与 No == (n; Dal =, 9 = 0) 不 相交 ,于 是 存在 空间 Rs 中 的 开 
ERAT TIT, — @, 它们 分 别 包 食 rn WN. HEM 12A, 
FE y WIPER Vos 当 pe CV) 时 下 $n)CT， 而 由 映射 @ 的 
ARETA, FE r RPR U {E N = (n: 他-j em n == 0) CG 
T. MATAN sopp 及 suppu 的 紧 歼 性 得 到 相应 的 有 限 覆 盖 
Vis V, 和 加，… ,Um 使 得 〈 若 有 必要 可 进一步 缩小 {Vj} 
与 (U, 当 DUONA @ 时 ， 对 任 一 办 E CF?(V1) 必 有 
(pin) fn Pelee = 0) 一 6, 然后 作 从 属于 (pj) 与 
Wa 的 单位 分 解 《与 {px}， 使 在 suppu 及 suppp 上 分 别 有 
Zomi 及 Em supp 四 CCV， supp PiCU;、 将 (2.7) 右 
tope _ 

Xun = XG "|| OOO 
当 0(UO0V = Ø BF, O(supp pa) (1supp di = Ø, 则 在 本 定理 
证 明 一 开始 就 指出 它 为 0. 而 当 8(UDNVj 关 多 时 ,将 了 (gin) 
与 闭 锥 (w; Diren" 2 0} 用 两 个 开 锥 Pt, T, 分 隔 开 来 ， 并 取 
AG) E CCR), WE 

1) 当 l 21 时 4 是 正 齐 零 次 通 数 ; 


2 当 |< a=; 


4 


DE lal s1 上 4 于 六 上 为 1 于 六 上 为 9 
又 将 相应 的 1, 分解 为 T+ I”; 


r = Go | (HAPAA AN dns 


e a E OOOO 
TAT 的 积分 区 域 是 Ma| <E 及 flal >= JN, ten 


CroCTi。 故 对 任意 正 数 N，(4m2)(9) = OC + |n|)”*, 从而 
有 意义 1” 关于 9 的 积分 区 域 是 位 ;17| > Nr Too. 
4 在 z€ Uo "€T, 时 不 为 零 , 于 是 振荡 积分 

{em OOOI 


BRAE (Os D 关于 z 无 临界 点 《或 者 说 在 临界 点 附近 被 积 
函数 重 为 零 )， 于 是 利用 稳定 位 相 靶 知 此 振荡 积分 对 任意 正 数 


N, 可 用 Cw(1 + a 控制 ,而 由 于 CuO) 是 3 的 缓 增 函数 ， 
所 以 有 意义 ， 于 是 〈2.9) AEX, MME rega), E 
WEU) ANo e @ 时 定义 了 Geu。 

再 讨论 we Dil) 的 情况 ,这 时 对 任意 给 定 的 pe CO), 
划 由 名 的 连续 性 知 @(supp p) HER, ZE Q, 中 取 相 对 紧 的 开 集 
(supp p), YE pE C2(9,), ERED, R p = 1, RA due 
EO), WECH), 于 是 可 以 按 前 面 的 讨论 来 定义 

CpG) sp) = (A | ¿oG Bndner (2.10) 
此 值 实 际 上 与 由 的 选取 无 关 , 事实 上 ， 若 有 dho d 都 满足 上 述 条 
BB] d — da #E @Gopp p) LEAF. WA r — (+, 一 d:u 可知 
ve #'(O,), supp e Ó (supp 2) = 多 ， 于 是 由 本 定理 证 明 最 初 
的 论述 可 知 《@*v,p》 一 0， 所 以 将 (2.10) HAX (Ous p) 的 
定义 是 合理 的 ,而 由 的 任意 性 ,我 们 就 定义 了 A*u: 


(Ouro) = Co)" || oo GO (DC) Ga 


. 75. 


PECHO), PREPRE. 

以 下 考察 Ou 的 波 前 集 ,从 定义 知 考察 we i (Gy) 的 波 前 集 
即 可 , 由 定理 1.6, 我 们 将 CID rh ij p BR ER. pete, 38 
RE r> 十 oo WO u, peret 名 ?的 性 态 ,就 可 以 确定 WFCO*4)。 
当 we #”(G,) 时 ,定义 式 (2.11) 中 的 由 可 省 略 , 于 是 

(Otu, pe itys 
_ C COO 


一 (2 ee j e AnD pl A edgar 


类 似 于 前 面 的 讨论 ,引入 1A lp) UR A 后 ,实际 上 只 需 讨 
论 


P= (Ca Pa 


X pa CB) andr C2.12) 
对 于 振荡 积分 
j ei aede, (s) ple) dr (2.13) 
其 位 相 函 数 关于 x 的 临界 点 由 ` 
KPan) — E = 0 (2.14) 


决定 ,因此 ,对 于 给 定 的 点 ,如 果 当 满足 (Olr) m) € WFC) 
时 , 必 有 £ s= '@.|.—., ` 9， 则 可 以 把 相应 的 pk 与 6; 的 支 集 取得 
充分 小 ， 从 而 使 (2.14) 不 可 能 成 立 ， 这 样 ， 贝 稳定 位 相 法 可 知 积 
分 (2.13) 以 及 OIDE r> 十 oo 时 对 任意 正 数 NN 有 OG +r)” 
型 的 估计 ,这 就 证 明了 《2.8). 
最 后 我 们 指出 由 (2.11) 定义 的 有 映射 是 @r(o,) 一 Da) 
的 连续 映射 ， 若 x, 一 (D O), MRKA S 1 所 规定 的 拟 拓 
$, BS u — 0 (@'(0,)), UR (1.20) 成 立 ， 由 于 对 任意 的 
g€ C2(O.). (2.10) 中 的 函数 由 与 z 无 关 , 所 以 易 得 
Br, p) = (Ppus), gy —> 0 (2.15) 
从 而 有 “u, > 0(2(O2,)2. 


. 76e 


Ei, AH u, > 0 (Pi (9-)》 只 需 指 出 对 任意 pE 
CP(O,) 及 闭 锥 VCR. B. (oppe x V)DT* = g, WTAE 
É N, A 


sp + [EDI CED E) 0 Q16) 
注意 到 
G) G) = (a)r || eroen- 
x pI) Cn )dndz 
(PIR p EE) 仍 利用 前 述 的 10: Lei) 540), 29 916 38 


r= e ayr] fereca- 


ROROA OLA 
= Can)" (eroon 


xG — Mp PC) Grbu, Odada 
HT 1, 由 于 当 a —0(@kr(9,)) BF, WF(u,) 的 极限 点 含 于 了 
中 ， 故 对 充分 大 的 vs SPE (gw,)CT,，、 因 此 对 任意 和 N, 当 
人 Er 时 
mp + PG (oo) 
所 以 有 ， 对 任意 
spll+ [Elo Co 一 oo) 
又 对 于 I, HFAA (P) — (1E) KTF z 的 临界 
点 满足 


CDan) — E= 0 Q17) 
KH gEV, 而 Cupe x VNT* 一 @ W, (2.17) 不 可 能 成 立 。 
由 于 a> 时 (DC 是 关于 一致 地 组 增 的 ， 且 可 找到 
K N, E ~ . 
sup (1 + lal Chibu) 一 0 (> 一 co) 
FAIS — oo 时 ,对 任意 妨 也 有 
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sup (1 + [ë| -0 《一 oo) 
这 就 导致 (2.16), 从 而 也 说 明了 映照 2*2 a) — Da) 的 
连续 性 .定理 证 毕 . 
[ 例 1] Ži Q. O, 的 维 数 相同 , 且 甸 为 微分 同 胚 因而 Jacobian 
(P, 处 处 不 为 零 , 则 No 一 {《@(x),0)}， 从 而 按 定 理 2.2, 对 任 一 
s€ @2'(Q,), ITI (2.11) 定义 p*G) € 多 "(8:)， 利 用 变换 @ 
的 可 道 性 ,由 ve D'O) 也 可 定义 (@ )*ve D'A), TÆ.) 
中 的 包含 关系 可 改 成 等 号 ， 即 
WE(D*u) = {(x, Bn CD n) E WF(0)) (218) 
此 即 表示 《x,5)€ WF(D*u) 的 充 要 条 件 是 (®(x) ,9) E WF), 
H ðY 
i= (2) Ie 
外 此 可 见 ， 若 将 @ 视 为 微分 流 形 上 不 同 区 图 重 选 部 分 处 的 坐 
标 变 换 关 系 ， 则 矢量 5 与 4 的 变换 关系 与 余 切 矢量 的 变换 关系 相 
符 . 这 又 一 次 说 明了 定理 1.6 后 的 结论 , 波 前 党 在 余 切 从 上 可 定 
义 ,或 者 说 对 于 定义 在 流 形 上 的 分 布 us HRR WEF) 是 定义 
在 余 切 从 上 的 集合 . 
[ 例 2] i% H(z=, y) Ei] 2 中 的 分 布 , 即 
1 y> 0 
Hp) = { 0 y<0 
取 1! 是 通过 点 (zo，0) 且 与 x 轴 交 角 成 9 的 直线 .现在 讨论 
H(z,y) 在 1 上 的 限制 HC, y)。 
xz 一 Recosg — ysin 0 + x 
作 变 换 af y = sin 8 十 了 cosB 
在 此 直角 坐标 变 淘 @ F, 1 成 为 坐标 系 (z.,y)rh AY z Bh, H 上 与 
加 的 交点 (ros 0) ERA (z, y) 举 标 系 中 的 原点 .由 于 允 是 可 逆 
变换 ,由 上 面 例 1， 已 一 OH EG, 7) 平面 上 的 分 布 , B 
WF(6*H) = [(Z,y; w”sin@,qg”cos0); 
Zain + ycos0 = 0, w” >= 0) 
再 关卡 映射 Dre y = 0, 


. 7. 


(0 <8 < 2Ə) 


No = {(z, 0; 0.5), Hit, 若 1 与 * 轴 之 交角 9 一 0， 则 
WPF(R.) 一 Ns,。 而 当 0 关 0 时 WF(H.) NI = A. WHEE 
2.2, 当 交 前 8 >= 0 B Hasy) 是 一 个 一 元 分 布 . 但 当日 一 0 时 
我 们 尚 无 法 定义 如 在 上 上 的 限制 

再 考察 当头 0 时 H|, 一 DFH, 的 波 前 集 , 按 (2.8) 


WE (oH clas 130m1) E WE — [ 2} 


比较 H, 的 波 前 集 公 式 , 要 《有 03 人 ha) = (275g sin0, y” cos8), 
(zsin6 + ycos0 = 0), Q Z= 0, w = w ct 0, TE 
WF(@*H,)C-1(0,n);n > 0} 

这 里 的 包含 关系 可 以 换 成 等 号 , 事实 上 , 由 上 面 知道 , 分 布 HCx， 
h= H.G), 而 HC) 恰 是 Heaviside 函数 ,由 上 节 例 2, 它 的 
波 前 集 正 是 1(0,%);n > 0}. 

我 们 还 可 以 作 如 下 更 一 般 的 讨论 . 

UMERE ORF NaM 一 (ni(T,M 30) — 0) 是 x 点 
双 的 法 矢量 的 全 体 , 它 是 73(9) 的 一 个 子 集 ， 直 此 ， 


Nu = ((z,n);(T,M n) — 0,2€ M} (2.19) 
是 余 切 从 T*(Q) 的 子 集 , 沿 费 T*Q 的 从 结构 , 它 构成 余 切 从 的 
子 从 ,我 们 称 之 为 M 的 法 从 . 


又 设 @ 是 由 必 到 2 的 杠 人 映射 , 则 Ny 一 Ne， 于 是 由 一 个 Q 

hAg D(A) 可 以 导出 M 上 分 布 Ou 的 条 件 是 
WECu)NNu = Ø (2.20) 

特别 地 , 当 M 是 8 的 # 一 1 维 曲 面 时 , 设 《*, n) € Nus 则 4 为 曲面 
在 点 的 法 向 ， 故 若 曲面 M 上 的 点 连同 其 法 向 恒 不 在 WFCx) 上 
时 ,分 布 # 在 M 上 的 限制 有 意义 ,否则 * 在 上 的 限制 就 不 一 定 有 
意义 . 例 2 就 是 这 些 结果 的 特例 . 

如 所 知 , 一 个 分 布 在 同 维 子 流 形 上 的 限制 是 无 条 件 的 ,但 在 低 
维 子 流 形 上 的 限制 却 是 有 条 件 的 , 迹 定理 详细 研究 了 这 个 问题 ,我 
们 在 这 里 又 从 波 前 集 角 度 得 出 了 另 一 种 条 件 。 无 疑 地 , 这 是 很 重 
要 的 . 
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三 、 分 布 的 直 积 


设 se D(A), e€ 2B"(9,)， 根 据 分 布 理论 , = 和 vw 的 直 积 
Dr) € D(A: x 9,) 由 下 式 确定 
uw, g(x,7)) — (u, (n, (z, y)Yy des 
Vg € C2(9, x 0,) (2.21) 
定理 23 Or 的 波 前 集 WF(w@v) 满足 
WF(“@s)C(WF(u) x WFCv))U(W FCu) 
X supp Pp) U (suppu X WFCo)) (2.22) 
其 中 suppu = {(x, 0); z€ suppu}, supp o = {(y,0); y € supp e] 
证 . 设 (x,y;Ë,2) E (2222) HARRA, (g,2)> (0, 0), 
现 分 三 种 情况 讨论 : 
# £= 0, 则 Gy.) WF(e), 从 而 存在 pO) € c2(o,) 
EEn BE dq (pr) = O G + W, ER p. G) € 


C2(o,) 故 对 某 个 1 有 Cpu) (5) 一 O (1 + |51X》， 另 外， 存在 
(0, D 的 锥 邻 起 使 得 在 此 锥 邻 域 中 《| 十 |n|9)2 < 2|al. 于 
基 在 此 龟 邻 域 中 ,对 于 这 里 取 到 的 po p 有 
CPP NED NEm) — (PE : (20 
一 0G + (ë|? + D 

按 定义 1.3, (z,y; 0, n)EWF(u@v). 

车 w=0, 则 (x,8)EWVEF(w), 仿 上 可 知 (x,y55,0) EWF(u@ 
>). 

# 二 六 9， 六 0， 则 或 者 Ce, E) Š WFGO, 或 者 (y, n) ë 
WEC), RHE CEs n) WARDHA 

C,l#| < | < ca 外 

于 是 ,类 似 于 上 面 的 讨论 , 仍 有 (rsy, 9) WFCu@v)， 定理 证 
毕 


通过 类 似 的 讨论 还 可 得 到 如 下 的 推论 . 
推论 21 EMARE @(9, x 多 1,(9,) > P0, x 


. sio 


Qs) 的 连续 映射 ,其 中 了 一 (T, x F.)U(T, x.0,)UCO, x hr), 
W O, — ((z,0), z€ 9.}, O, = (y, 0), y€ 9,). 


四 、 分 布 的 冬 积 


一 般 地 说 ,两 个 分 布 不 能 进行 乘积 运算 , 但 利用 波 前 集运 算 ， 
可 以 得 到 能 定义 乘积 的 一 个 条 件 . 当然 ， 当 所 考虑 的 分 布 为 C" 
函数 时 ,这 里 所 定义 的 分 布 条 积 正 与 普通 的 函数 乘积 相符- 
BBR AQ: 一 Q, X 0,; ri (ryz). 
若 ule), e(a) 是 和 上 光滑 函数 , 则 
ule) o) = A*(u(z2) @z(y)) (2.23) 
现在 设 u, e€ 多 "(0.)， 我 们 设法 用 (2.23) REVENH 
FR. 显然 ,关键 在 于 当 x; 6 2'(Q,) 时 (2.23) 的 右面 在 什么 条 
件 下 有 意义 .由 前 述 ,w@v 是 可 以 定义 的 . 再 由 定理 2.2,A*(w@ 
v) 有 意义 的 条 件 是 
WF(sQr)(1N, = Ø (2.24) 
其 中 Na = _(z,z3 E3 — E); £ = 0) 
WF(s@s)C(WF(s) x WF(v))UCWE Cu) 
X suppos) U (suppu X W F(r)) 


显 见 
NaN(WF(u) X suppor) = Ø = Na N (suppu X WFCo)) 
于 是 (2.24) 成 立 的 充分 条 件 是 
(WEF(u) x WF(z)) NNa = Ø (2.25) 
定理 24 设 u,vE @'(9,), MPETIRILLB3EBS 362 REE 
(WF(u) + WF(e)) NO, = Ø (2.26) 
此 时 , wv 的 波 前 集注 足 


WF(ze)C(WF(s) + WEC))UWFu)UWECo) (2.27) 
其 中 WFE(w) 十 WF(v) = {Crs E + Ë); Crt) E WF(u), (x, 
iE WFO). 

证 . HE, # (2.25) 成 立 , 则 er 按 (2.23) 8383. 但 若 
{zs EYE (WFCu) X WF(e)) DNA, W) (x, 5)E WF(a) K. (z, 
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#)E WFCv), 于 是 (2.25) 可 以 用 (2.26) 表 出. 

利用 分 布 家 积 的 波 前 集 关 系 《2.22) 及 后 拉 的 波 前 集 关 系 
(2.8), 经 过 计算 就 可 得 到 (2.27). 定理 证 毕 . 

An An ENAA, 记 

Ti+ T, = [(z,Ë, + B); (2E) € Fis (x38) € Ta} (2.28) 

利用 定理 2.2, 推论 2.1 及 上 述 定理 2.4。 可 得 如 下 推论 。 

推论 22 若 (mn +rjnñno,- %@, WZ, (9,)5 @r,(9.) 
中 的 分 布 可 以 相 乘 ,其 乘积 的 波 前 集 满足 (2.27): 并 且 此 乘积 运算 
是 @k(0.) x D10) > D0.) HERRY, KE, T= 
(r. + DUDUT. 


[3] Wade] o Be) [12 t 


8109812, WF(H,)=1(z=,0;0,2); 1# 0}, WECH) = {C0,y;$, 
0); š> 0), 所 以 
WF(H.) + WF(R,) = [(0,0;Ë,n);5 * 039 = 0} 
于 是 按 (2.26) 可 知 , HiH; 有 意义 , H 
WEF(H,H.)C1(0,0;Ë,n); E 0, m > 0) 
U((z,0;0,n);0 ° 0) 
U((0,y;5,0);£ 2 0) 


五 、 分 布 的 复合 一 一 算 子 在 分 布 上 的 作用 


由 Schwartz 核定 理 〈 见 附录 一 ) WM D(a, x 9,) 中 分 布 
Keay) 与 C;(O,) 一 D(A) 的 连续 线性 算 子 天 成 一 一 对 应 . 
这 一 段 中 我 们 试图 探讨 算 子 KK 可 以 扩张 成 多 (9,) — 多 "0:) 上 
的 线性 连续 算 子 的 条 件 。 为 此 , 先 设 wt C), 将 Ku 改写 成 另 
外 的 形式 . 

记 1(z) 为 0. 上 恒 为 1 的 函数 , 则 1(x)@x(y) € C*(0:X0,)， 
WF(1(x)@uly)) = $$, 按 定 理 2.4, 存在 《x,y) 与 1(x)@w(y) 
之 乘积 Kay 18u) E @ (Q, x 9,), 

设 
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设 是 投影 算 子 : Q, x Q, — 0.;:(=,y)— 7, 
对 于 Q, 中 的 紧 集 F , =C`( F )'Ysupp(1@u)= F X suppa JE 0, X O, 
中 的 紧 集 ， 因 而 Qu 和 = 满足 前 推 条 件 , KO Qu) 和 = 也 就 满足 
MEA. FE kQ) 有 意义 , 且 对 任意 v€ Ca) 有 
G (AG@42).6 (0) = KABU) olly) 
= (Riy) ou) 
= (Ku, v} 


因而 
Ku = alk E Ou) (2.29) 
现在 , 当 we 2'(Q,) 时 , 我 们 要 设法 用 (2.29) 来 定义 Ku, 
显然 ,关键 仍 在 于 (2.29) 右边 对 we D0) 是 否 有 合适 的 意义 . 
由 于 WFC1 O) 图 xD)C 0, X WF (u), Ë k(z, y) 与 
1(x) @ z(y) 想 乘 的 条 件 为 : Æ Gy,n)€ WFC), W (z, y; 0， 
一 7) E WFC), 车 引 入 记号 
WEIK) = [(y,2); 存在 * 使 (zy50。 一 9)6 WPC) (2.30) 
则 4(z,y) 与 1(x)@uly) 相 莱 的 条 件 可 改写 为 


WR(u)N WER) = @ (2.31) 
此 时 有 
WF(CRC SIX @x(y)))C(WF(4) + WF(18u)) 
UWFCGJUWFAQu) 


P z fE supp k 上 的 限 甬 是 恰当 映射 或 者 nE g(a), Wr 
在 upp (对 1@x)》 上 的 限制 也 是 恰当 酉 射 ,从 而 kO Du) 有 
意义 ,再 经 过 一 些 计算 , 即 得 
WE(Ku) = WP(z,(k (@u)))C WF'(k)oW F(a) 
UWF.(&) (2.32) 
此 处 
WF'(R) = [(z,y;E,0)5(z,y;5E,—a)€ WF(4)) 
WEIR) = [(z,ËP;(z,y,8,0)6 WF(R)) 
(2.32) 中 的 集合 关系 运算 “。” 按 第 一 章 (4.9) 进行 。 
综 上 记述 。 可 得 如 下 定理 


定理 25 W k(z,y)€ D (Q, x 0,), z€ @' (0), r E: 
0, x Ra\{0} 中 的 闭 锥 且 TANWER) = 多 , 则 在 下 面 两 种 情形 
下 可 以 定义 天 在 * 上 的 作用 : Kue 2'(Q,), 

G) s€ @i(0,)n L'a); 

(2) =# supp K LORAK IAMS, úe D (0), 
此 时 , Ku 的 波 前 集 满足 关系 式 〈2.327. 


六 、 分 布 的 复合 ( 续 ) 一 一 算 子 的 复合 


现在 来 考虑 分 布 的 另 一 种 复合 , 即 设 k, € @'° (G, x 0,), k € 
(0, x 0,), 我 们 要 研究 它们 是 否 可 以 复合 成 oe D'(0,X 
9,), Hi RAR ke C2(Q: x 9,) 和 kie cela, x 0,) 的 
情形 , 记 = 为 投影 信子 : Q, x 9, x 09s 9, X Q, (zry) > 
(x2). 

注意 到 ke C(A, X0.) 对 应 于 算 子 Ka: CF(0,)>C?(A,), 
k€ CF(Q x 8,) 对 应 于 算 子 K.:C2(Q,)— CF(9:), 所 以 复合 
算 子 KioK, 为 C2(9。) 下 C2(9:)， 它 所 对 应 的 核 记 为 党 则 对 任 
意 ge CZ(QO,), 有 

(KoK)y = (kis Kb)y = Chikos Ya )y 
1447222222 


因此 ,我 们 应 有 
R me Clesy)s Ry 2) = ra CRDI EDR) (2.33) 
现在 要 用 (2.33) RELJA ko k AA. HEAR (2.33) 
AWP tE BO elk. 
WATA, AOI 与 1(x)@ 可 以 相 冬 的 条 件 是 : 若 
(zy50,9)E WF(K), MJ (y,si—a, 0) € WFC), 或 写作 
WEIR)NWEF CR) = Ø (2.34) 
而 映射 了 可 以 前 推 的 条 件 是 : 限制 在 (supp k X 9.) N (9, x 
mp) 上 是 洽 当 映射 。 
故 有 如 下 定理 
定理 26 ik keZ (Q, x 0,), keD (0, x 0.)， 若 条 
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H (2-34) R E r HE (suppi X O.) (Y (O, X suppk) 上 的 限制 
是 恰当 映射 , 则 可 由 (2.33) 来 定义 k= kot, 并且 
WE kk CW F'(k.)oW F'(ka))UCW F iCk) x O.) 
U(0, x W F)(k,)) (2.35) 
其 中 集合 关系 运算 “o” 定 义 为 : 若 4CO- X 0y, BCA, X 9,, 则 
AoB — {(x, 2); 存在 ?使 (x,9)€ 4,(y,z)€ BY (236) 
证 , 今 证 (2.35) 成 立 . 由 (2.3) 
W FC koki) — W E CKB E) e (1 OL))) 
Crysy ET) 存在 ?使 (x,y,2;58,0,5) 
€ WF((@1(2)) C12) BR) 
而 由 C2.22) 及 《2.27) 有 
WECO) ° (I) BR EA ys sm + m) 
(z,y,£,m)6€ WECR), Ys 2 m5) € WECE)} 
UlGy2;8,0.0);(z,y,E,n)€ W F(&)) 
U[(z,ysz;0,2,8);(y, z, n, E)E W F(&2Y 
合并 上 述 两 式 即 得 (2.35)， 定 理 证 毕 . 


$3. Fourier 积分 算 子 的 奇 性 分 析 


一 、Fourier 分 布 的 波 前 集 
现在 来 研究 Fourier 分 布 的 波 前 集 ， 设 Fourier 分 布 是 
A: nt> tao) = || wees, aC) dedo Ga) 
其 中 $(x,9) 是 位 相 函 数 ，na(z9)E S2,(0, X R), p> 0, 5 < 
1, z(a) € C2(O.). 

第 一 章 定理 3.8 EEMB, ARAE sing supp 4Ctside 
(x,9) 一 0 对 某 个 0 = 0 成 立 }。 现 在 利用 对 4 的 波 前 集 的 讨论 ， 
就 可 把 此 结论 更 推进 一 步 . 

记 

A, = {(x, p(x,0)); palx,0) = 0} (3.2) 


BF 


定理 31 W 'FC(A)CA, G3.3) 
证 任 取 (x0,56)Eh4s, 由 于 F — { Ga, E)E AY 是 闭 锥 ， 
故 存在 开 锥 丈 使 FCW, Bs € w, XERA 
F = {drkzoy8)3 (zo 8) € Co} 
(Cs 的 定义 见 第 一 章 (2.2)) 故 在 在 mm 的 领域 0，Cs 的 锥 邻 域 O; 
及 š DERRY E 
后 一 和 (rz:8)3zEUiKz6)E6 OJEW, VNW = $ (34) 
取 z(a) € c2(U), MJ ZA € p'O), 从 而 可 作 X4 的 Fourier 
变换 
GANE) ~ (XA pey = LGe") 
一 j| eee, 9)x(z)4zd0 


作 C, DEBR O., 使 ONC, x {0])CO:, 并 作 oC 0) 使 它 在 
181 兰 2 时 是 8 的 正 齐 零 次 函数 , 且 在 o, 中 为 1, 在 0: 中 为 零 ; 又 
当 |9| < 1 时 它 也 为 零 .这 样 的 pCx,8) 是 容易 作出 的 。 事实 上 , 记 
S, HIRT O =2, O, 和 9, 分 别 是 9, xs, 5 0, 和 0; 的 交集 , 则 可 在 
9, x S, 上 作 C” 函数 glx,8) 使 得 在 Q, dh g—1, #E 0, #k z = 0, 
然后 将 gCx, 0) 在 关于 8 的 射线 方向 作 常 值 延 拓 ， 这 样 ; 除 9 一 0 
处 & 值 不 定 外 ,其 余 处 均 为 C” 函数 , 并 且 在 6 > 0 时 为 6 的 正章 
零 次 函数 ,再 作 A(E)e coco), EH #< 1 时 A= 0, HüfE 
£2>2W8 = 1, H o(z;9) 一 区 191)g(z:6)， 这 个 p(x,9) 就 是 
所 要 求 的 ，、 

DE GA) 为 两 部 分 

GANE) = 人 weereeae,e)zcoe(rs6)arae 


十 ffesam a 一 po(es6))ardB 
=h+h 
关于 1 由 于 被 积 函 数 非 零 时 ，4(z, 0) 关于 9 无 临界 点 ,因此 可 
将 它 先 对 积分， 从 而 1 是 一 个 Cr RY Fourier 变换 ， 它 在 
jel — co 时 是 束 降 的 。 
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WAAR Ls 记 E — tE Ferh r= hamp 又 在 I 的 
积分 表达 式 中 作 变 量 代 换 9 — :9, 则 r, 可 写成 


h= ffermas a ss0) XC oC»20)drd0 


当 t+ 充分 大 时 ,由 ? 的 选取 知 积分 将 局 限 在 O, 上 进行 , 由 《3.4) 
可 知 ,在 0 上 , 当 * € U 时 ,有 
(p(x,0) — (x,61))s = lrn) — E, 0 
jÉ r= min(8,1 — p), A 0 <> < 1, B. 
los,oCaCx, ss) pr 0D) < Car + [g| >n 
容易 验证 位 祖 $ (z, 0) — (z, 总 》 也 满足 第 一 章 定理 5.2 的 条 件 
G.12),G5.13), FERRERA SHEE N RY L, < Cn”, 结合 
前 面 关于 I, AIHE R Ceo 总 )E8 了 (4)。 定 理 证 毕 。 
推论 3.1 定理 3.1 显然 还 可 以 改进 为 
WF(A)C((z,$,(z,0));G,8) € cone suppa, $ (z,0) — 0} (3.5) 
关于 W F(A) 更 确切 的 撒 述 在 下 节 中 给 出 。 
推论 3.2 若 pls y, 0) 是 算 子 位 想 函 数 ，o(*，y, 9) € 
SZ (Q, x 9, X Ru) CAEH $, a 定义 的 Fourier 积分 算 子 


Aula) 一 J| se=2aCe,y,0)aG)4ya8 ze C(O,) 


则 对 于 a € #'(Q,) (HR REM 4.3 知 4u 有 意义 )， 
W F(Au)CW P'(K ,)eW F(u) (3.6) 
式 中 天 4 为 算 子 4 的 分 布 核 。 
证 、 由 《2.32) 知 
WF(Au)CWF' (K ,)eW F(z) UW F,(K ) 
fiw F,(K ,) 实际 上 为 空 集 . BERA A Croio) € W F,(K .), 
WFE yos 使 得 (zo,yo;56,0) & WECK4)， 男 一 方面 ,由 《3.3) 知 
WF(K C (z,y16,,b.); dolas y,0) = 0) 
因而 在 (xos Eo) 点 应 有 由 = Fo 一 0, do = 0， 但 对 于 算 子 位 
BARMA, dro de 不 能 同时 为 零 , 因 而 WFK) = p. HRE 


87o 


t, 

推论 3.3 若 4 是 拟 微分 算 子 ， 则 对 nega) 有 

WF(As)CW F(u) (3.7) 

TE, HB eN, MASATE $= (r 一 y,9) 是 

算 子 位 相 函 数 , 故 由 推论 3.2 知 
W F(As2CW F'(K ,)oW F(u) 

由 于 WF (K4) C {Ces y; prs $y); po = 0) = {Cx r; 0, —0); 
9 0), i 

WF'(K,)eW F(u)C (z,z;80,0);8 = 0)eW F(u) = W F(u) 
此 即 《3.7)、 推 论证 毕 . 

EE. 将 (3.7) 到 R: 作 投影 ,得 
singsupp( Au )C sing suppu 

此 即 拟 微分 算 子 的 拟 局 部 福 ( 第 一 章 (4.16)), 因此 (3.7) 式 是 拟 局 
部 福 的 更 祖 确 的 描述 ,通常 称 它 为 拟 微分 算 子 的 拟 短 局 部 任 。 


二 、 波 前 集 和 特征 集 的 关系 


在 古典 偏 微分 方程 理论 中 大 家 已 经 知道 ， 解 的 奇 性 与 该 方程 
的 特征 面 ( 线 ) 有 密切 关系 。 因而 , 波 前 集 应 当 与 算 子 的 特征 集 之 
闻 有 一 定 关系 。 这 一 段 就 要 来 讨论 这 种 关系 . 

为 简单 起 见 ,下 面 的 讨论 仅 对 4 是 拟 微分 算 子 的 情形 进行 。 

定义 3.1 设 4 是 拟 微 分 算 子 ,对 应 的 象征 a(x,5)€ S20), 


， 则 称 


chard — {x8);Cx,8) € TON{0}, 
X lim(1 + z)””la(z, 5) = 0} (3.8) 
为 算 子 4 的 特征 集 .。 其 中 的 点 称 为 4 的 特征 点 。 
易 见 ,特征 集 是 T*(9.) 上 的 一 个 闭 锥 . 
设 alet) 为 算 子 4 的 任 一 主 象征 , 则 a(x,8) 一 a(x,56)€ 
Som <m, 所 以 
lm(l + zy "|aGe, 28) — alr) = 0 


这 说 明定 义 式 (3.8) 中 ale, E) 可 以 用 算 子 4 的 任 一 主 象征 代替 
又 若 4 是 微分 第 子 P, D)， 则 它 的 主 象征 可 取 为 8 的 w 次 齐 次 
多 项 式 pn(z,8), 于 是 char 4 就 是 PnC, E) 的 零点 集 , 因此 它 与 
古典 的 特征 概念 是 一 致 的 ， 
定理 3.2 设 A= alr, D) 是 严 阶 氢 微分 算 子 。 对 应 的 象征 

alr, E) ESC). H (zo Eo) € char 4， 则 存在 一 zw 阶 拟 微 分 算 
+ (=,D) 与 r(x,D), FD), 使 得 rC, D) 及 (z, D) 在 
Cro) 的 某 锥 邻 域内 是 一 co 阶 的 ,而 且 

elxsD)a(x,D)— I + r(z,D) 

a(z,D)e(z,D) — I + 7(x,D) (3.9) 


as(z,8) = lm(l + 1) "a(x, rE) 


>> 


则 a, (zos 8) 关 0, MAE Cros Eo) 的 某 锥 邻 域 了 中 on(x,8) A 0, 
现在 , 我 们 设法 找 eCx, E), 使 在 了 中 |š| 充分 大 时 


zi of elx) Diaz, E) ~ 1 G10) 
为 推导 简单 起 见 , 设 ax,5) ES BE OG, E) 有 渐 近 展开 


Xl exx,5)， 其 中 exCx,5)& Sst, 由 《3.10) 可 得 递 推 方程 如 下 
k=0 
eolxs E Jale) = 1 
eale E) D) LuteciDia(z,8) 
idale! 


=Ü (k= 1,2,:.-) 
由 于 在 T 中 an(x,8) 天 0, MHIE > M 时 alg) e 0, 于 是 
在 T 中 当 |#| > M 时 对 上 面 方程 组 可 逐个 地 决定 出 coet 
是 在 T 中 当 |E] > M 时 epes, TRT RE Cot) ETs 
LCT, 并 作 (z, E) e CCO, x R.) 使 
0 |#|<M R EEr 
Di, (ll > 2MINT, 
则 pere SEPIO, x Rs)， 从 而 由 第 一 章 定理 2.5 知 存在 着 elr, 


-ge 


EESK, 使 eles E) ~ Eberle, ED. 

W E = ((z,D) 是 象征 为 eCx,5) 的 恰当 支 拟 微 分 算 子 , 令 
R=EA—I, Wih (3.10) 可 知 拟 微分 算 巴 的 象征 在 锥 工 中 
HIE > 2M 时 是 速 降 的 , 按 第 一 章 推论 2.1, 它 在 石 中 是 一 co 阶 
类 似 地 可 以 构造 一 m 阶 栓 当 支 拟 微 分 算 子 E 一 (=,D), 使 
R' 一 4E' 一 7 在 Ti 中 是 一 。 阶 的 。 

X E'— E= (I — EA) E' — EG(I — AF') = ER' — RE', 
# E E EET 中 也 是 一 co 阶 的 , 且 易 知 AE — I SEAI 
也 是 一 co 阶 的 ,从 而 它们 都 是 定理 中 所 要 求 的 算 子 。 定 理 证 毕 ， 

定义 3.2 对 拟 微 分 算 子 4, Æ Ceos Eo) € char 4， 则 称 4 在 
Cosio) 点 是 伍 局 部 检 圆 型 的 , 旦 〈xo, 名 ) 点 称 为 4 的 可 咖 点 . 特 
别 地 , 若 chard 二 p, MIRRA AMAR, 

定义 3.3 设 拟 微分 算 子 4 及 ‘Cx, De 9, x RAO EF 
在 (xo, FO 346588 MRO KT E, 使 在 此 锥 领域 内 AE- 是 
一 品 阶 的 , 则 称 E 是 4 在 (xs) 点 的 右 微 局 部 拟 基 本 解 。 若 在 该 
EBRA EA — I Eo Br BS, 则 称 E FEA HE Cro Eo) 的 左 微 
局 部 拟 基 本 解 。 若 左右 微 局 部 拟 基本 解 相 等 , 则 称 它 为 徽 局 部 报 

又 若 在 整个 9: x RAO} 上 4 E — IREA 一 站 是 一 co 阶 
的 , 则 E 称 为 4 在 0: 上 的 右 (或 夺 ) 拟 基本 解 . 同样 也 可 定义 拟 基 
本 解 。 

因此 ,定理 3.2 可 以 叙述 为 : 若 拟 微分 算 子 4 在 《zo， E) 点 是 
微 局 部 祷 贺 型 算 子 , 则 在 该 点 存在 微 局 部 拟 基 本 解 。 类 似 的 证 明 
可 以 推 知 , 当 4 是 椭 贺 算 子 时 , 则 存在 拟 基本 解 ， 

引 理 3.1 若 拟 微分 算 子 A(z,D) 的 象征 aCe, E)E Ceos Eo) 
点 的 某 锥 邻 域 中 关于 人 | BEBE, 则 对 we g(a), A Cro E) Š 
WE(CAu). 

PE. H Ceo REBR T, ETOT, fE ol, E)E C°, x 
R,), (EX [E] < 1i} e= 0, ME |El >>2 时 是 5 的 正 齐 零 次 函 


. 0. 


数 , 且 在 T, 中 为 零 , 在 外 为 1《p 的 作 靶 参见 定理 3.1 征明) 
Aula) = (2 Je ras Su dyaE 


-=Q aff es-y Dapudyas 


+ Gyf ferna — pjudydg 
= Aule) + Aule) 
其 中 A #l 4, 分 别 是 以 ao 和 a(1 一 p) 为 象征 的 氟 微 分 算 子 .由 
2 的 作法 ， 有 cone supp (ae) NT, = o E xl 一 p)6353。， 这 就 
意味 着 对 A 有 WFCA Csr E, — E) GE), BFIH(3.6) 
有 WECAu)NT, = p, W Cros E) EWF(Au). 53 RA 
4 是 一 个 光滑 算 子 ,自然 有 《xo,50) EWFCAu). AZ» Croto) E 
到 F(A4w)， 引 理 证 毕 . 
利用 上 述 定理 3.2 及 引 理 3.1, 就 可 得 如 下 定理 。 
定理 3.3 设 4 是 所 微分 算 子 , 则 对 we #' (9), 有 
W F(z)CW F(As) Uchar A (3.11) 
WE. 若 (xos60) Š char 4， 由 定理 3.2, 存在 《xos Eo) 的 锥 邻 域 
及 所 微分 算 子 E, R, 使 得 
EA=ItR (3.12) 
且 RR 在 该 锥 邻 域内 是 — 阶 的 。 再 出 引 理 3.1 知 ， 对 任意 = € 
F'(A), H Crog) Š 了 RCRu)。 另 一 方面 ,利用 《〈3.12》 及 推论 
3.3, 可 得 
WFE(u CWF(EAW) UW F(Ru)CW F(Au) UW F(Ru) 
现在 《xos Ë) € W F(Ru), WRK (zo Eo) € WFC), BAA (xo 
EDEWFCAu). 定理 证 毕 . 
注 ， 当 4 是 恰当 支 拟 微 分 算 子 时 , 定理 中 的 条 件 ue ea) 
GLES 
定理 3.3 表明 , 当 Aue C%(Q,) 有 时，WF(eJCchar 4， 更 进 
一 步 ， 可 得 如 下 描述 波 前 集 和 特征 集 之 联系 的 更 精确 的 关系 式 。 
定理 34 设 se 2'(Q,), 则 
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WF(z)= f) char4 (3.13) 


we Ca 


式 中 4 是 零 阶 的 恰当 支 拟 微分 算 子 。 
证 .由 定理 3.3 RHEA Aue C), WA WFE 
char 4， 所 以 WF) 门 char A, 
EC 


反之 , 苦 《〈xo Eo) € WFC), WFE (xo, E) 的 刍 邻 城 工 使 
得 TNWF(w) 一 区 ， 这 样 、 可 以 选取 一 个 C” 的 正 齐 零 次 函数 
alx, 志 ), 使 它 的 支 集 在 T 中 ， 且 alzo E) = 0, j 4 是 具象 征 
alr) 的 零 阶 恰当 支 拟 微 分 算 子 ,有 
WF(4s)CWF'(A)oWF(s)C (Crs x 8); (x,8) ET}oW FCu) 

=ø 
因此 ，Au& C”, BIRAI (xo o) € char A, MMEA 
Gas) € [l char4 
Aseco 


这 就 证 明了 WFU)D 门 char 4。 定理 证 毕 - 
EC 


注 。 定 理 3.4 将 波 前 集 通 过 有 关 拟 微分 算 子 的 特征 集 来 表达 ， 
由 于 《3.13) 右面 完全 摆脱 了 坐标 的 选取 , 因此 ， 若 将 它 作为 波 前 
集 的 定义 ,在 有 些 场合 是 很 方便 的 。 


三 、 锥 Lagrange 漫 人 子 流 型 A, 


集合 A, 在 整个 Fourier 积分 算 子 理论 中 起 着 极为 重要 的 作 
用 ， 现 在 我 们 对 它 作 更 详细 的 讨论 。 以 下 总 假定 由 是 非 退化 的 位 
相 函 数 , 因此 , 在 和 一 0 的 点 (e, 0) € 9, x RaN(0] 2, HBE 
(xe boo) 的 秩 是 N. 

定义 34 设 有 流 形 N 和 M, HA C” 映射 F:N—M, HEF 
的 定义 域 上 每 点 刀 Hi F Br SIB RSU 3] DF, E: T (N) >T =a (M) 
的 单 映射 , 则 称 为 N—M 的 漫 人 上 映射。 浸入 映 射 的 象 FCN) 称 


设 在 所 考 串 的 点 = € 处 的 局 部 坐标 是 (x,,-…,x。), CAER 


..2. 


庙 忆 下 的 象 点 ?《 对 处 的 局 部 坐标 是 (atoa) TE 2 的 局 部 
表示 为 y= JG), BE 点 的 切 映 射 DF 局 部 表示 为 答 阵 


Bh, 2i 
Ey Bxs 
DF =| ............ (3.14) 
Šf, Ofm 
Dan? Or 


# m 2 n HUEREEZEST a, MÜ F 就 是 温和 人 映射 

定理 3.5 44s 是 T*(9)N{0} 的 温和 信子 流 形 . 

IE. 取 四 的 临界 点 集 Cs 一 {Cr 8); (z, 0)€ 9, x Rn\{0}, 
bolx,6) = 0}, 由 的 非 退 化 性 ,Cs 是 O, x RALO) 中 的 4 维 子 
流 形 (参见 第 一 章 定理 3.9 的 证 明 ). 

W T”; Cs 一 TAO-) (z, 8)F> (z, h)a MAp ME C, 
在 映射 TO THR, ERRA EARR Vend = 0, i 
AE T*(Q.)M01. 

在 (xo Oo) € C, $, TO 的 切 映射 DT 为 

DT Hoo: Tenta Ce) > Te, (T *(Q,)) 
用 (8x,80) 表示 Toro l CNIR CAR C #E(x.,0,) 的 一 个 
切 矢量 ， 故 应 满足 
porx + po? = 0 (3.15) 
在 映射 DT Hop Fo (8x380) IRAE, prde 十 drh). 

设 象 点 为 零 向 量 , 即 8x = O, rðr + dradh 一 0, 则 显然 可 
得 $, 69 一 0， 又 将 sz 一 0 代入 《3.15), 有 $ 一 0, 而 已 知 
(s.s as) ZEKA N, 可知 86 一 0， 这 就 表示 DT Oo 是 一 个 单 
BAL FETO 是 浸 人 映射 , As 是 T*(0.)\{0} EBE A TE. 
定理 证 毕 。 

容易 看 出 , A, 是 一 个 锥 流 形 , 即 若 (z,£) € Ap 则 对 任 一 正 数 
t 必 有 (x, 起 )€ 4s。 这 一 点 不 难 由 中 关于 8 为 正 齐 一 次 函数 ,从 
而 四， 中 oe 分别 为 关于 9 的 正章 一 次 与 正 齐 零 次 函数 推出 。 

我 们 还 要 指出 A, 是 一 个 Lagrange 流 形 , 这 一 性 质 在 Fourier 
积分 算 子 理论 中 甚 为 重要 ， 由 于 Lagrange 流 形 是 辛 几何 中 的 庄 
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言 , 获 我 们 先 扼要 地 介绍 一 些 辛 几何 中 有 关 的 概念 - 

定义 35 设 了 是 mm 维 向 量 空间 ,在 次 上 定义 了 一 个 反对 称 且 
非 退 化 的 双 线 性 形式 o, 即 双 线性 形式 满足 

O) 反对 称许 : olap) 一 一 o(8,0), Wa, 8€EV; (3.16) 

《2) 非 退 化 性 : 若 对 任意 p€ V, # c(a,0) 一 0。 则 

a= 0. (3.17) 
这 时 , 称 了 带 有 以 e 为 辛 形式 的 辛 结构 。(7, 0) 称 为 辛 向 量 空间 ， 
有 时 就 把 了 称 为 辛 向 量 空间 。 

车 已 选 定向 量 空间 的 坐标 。 例 如, 选 定 了 的 基础 向 量 组 为 c, 
sens 用 z=(zi t ya) y 一 On: taym) PAARA a, g 
对 应 于 此 基础 向 量 组 的 坐标 : 一 Seeng = > yi WVE 
3sG8bEgestia uj — BES, BIB a= olene), WE 

ala, 8) = “Ay (3.18) 
EBE 4 — Ca) 就 称 为 0 的 表示 。 

于 是 ,(3.16) 就 意味 着 4 是 反对 称 矩阵 ，(3.17) 则 表示 4 为 非 
蜡 撼 阵 。 由 于 奇数 阶 的 反对 称 行列 式 必 为 零 , 所 以 严 必 为 偶数 , 记 
m = 2n, 

N 0 一 了 
[ 鲍 11 着 记 7 一 (了 ,其 中 了 是 xs 单位 方 隆 ,0 为 


零 矩 阵 , 则 由 了 确定 的 双 线性 形式 o 满足 (3.16) 和 (3.17), 从 而 24 
集 实 向 量 空间 配 以 这 个 5 后 成 一 辛 向 量 空间 。 


注意 , 若 记 “一 Siren p= Sneis 则 有 


jai 


ala8) = > Canay 一 ziya+i) 


定义 3.6 #MË— 六 向 量 空间 VV 的 子 空间 ,而 辛 形式 9 在 对 
上 的 限制 为 零 ， 即 
s(z,0)= 0 Ya,ß EM (3.19) 
则 称 对 为 了 的 迷 疝 子 空 间 。 


引 理 3.2 设 辛 向 量 窄 闻 了 的 维 数 是 2 *。 则 它 的 任 一 迷 向 子 
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BEMER k < n. 

W. Wi M° 为 M 的 辛 补 空间 , 即 

一 {ge Vio(Bsa) 一 0 对 所 有 8 € MRI) 

MJ M° ZARA 2n — K, 但 (3.19) 表 示 MC M°, ik < 2n — k; 
MT £ <s, SER, 

注 . 迷 商 子 空间 对 也 可 以 用 MC M° 来 定义 。 . 

定义 3.7 设 迷 疝 子 空间 的 维 数 达到 最 大 值 *, MEMA 
量 空间 了 的 ”Lagrange PRN. 

定义 3.8 设 2 是 一 微分 流 形 , 在 2 上 定义 一 个 c> 的 二 次 形 
Ao, 即 在 2 上 任 一 点 * 的 切 空间 T0) 上 定义 一 个 双 线性 形式 
olx)， 并 且 在 局 部 坐标 系 中 , 它 的 系数 是 x 的 C" 函数 ， 若 o 
又 是 2 上 闭 的 微分 形式 , HEA (T0), olx)) 是 辛 商量 
空间 , 则 称 CO, z) 是 学 流 形 . 

ERMET, o 可 以 用 一 个 C* 的 二 次 外 微分 形式 表示 


w + 2; dx Ndr; (3.20) 


HEJER 《oi7) 是 非 退 化 和 反对 称 的 , 且 和 一 0， 即 "为 闭 形式 ， 

[ 例 2] 考虑 余 切 从 T*(Q)， 其 中 8 为 4 维 流 形 , 故 Ta) 
是 24 维 流 形 ,我 们 要 指出 ，T*C2) 具备 一 个 自然 的 辛 结构 , 它 使 
TY*(9)》 成 为 一 个 辛 流 形 . i 

考虑 映射 =: T*(Q) — O; (z,š)F—> z, Yaz fE (x,#) 点 的 
WRN Dats, s: Tepl T*(Q))— T0). 

对 任意 的 e€ Tue(TY*(2))，(Drtoe)pETe(9), 即 Dec, pv 
是 0 在 点 * 的 切 向 量 , 故 它 与 Tf(9) 上 的 元 素 的 作用 
((Dmu,o)e,82€ R， 这 样 就 可 以 自然 地 定义 一 个 作用 在 Tea 
(TQ)) 上 的 一 次 形式 
a(z,£)e = (Drep )e, E) (8.21) 
由 此 又 可 得 T*(Q) 上 的 一 次 微分 形式 =, 我 们 称 它 为 T*8) 上 的 


更 用 局 部 坐标 表 出 此 基本 一 次 形式 a, t (z, E) 的 坐标 旦 


s 95 v", 


Cais tatagi" 5), H 
£= D, adzi 
i=1 
Xit a = Bajdri 十 Dbidbis 
r= Zer + x 6 


$ 
故 
Daw = Borg- 
按 上 面 的 定义 ， 
a + v = (por, D = (Ts), Eider) = Feit 
另 一 方面 


a- v (aidry + dr Za + X, A 5 
= aja; + 2255, 
比较 这 两 全 式 子 得 56; 一 0, oj 一 与 ， 故 基本 一 次 形式 < Batt 
RE: < 一 Déidz; (3.22) 


j=1 


令 s= da = Fata (3.23) 


i=1 
一 了 
BETO) 上 的 二 次 形式 。o 所 入 应 的 逢 阵 是 (了 — v Ç 
显然 是 反对 称 下 非 退化 的 。 又 dr 一 4(da) 一 0， 改 5 为 闭 的 、 
EURER 1O T, 
-5% dye, Bi = Fn 
# 
e= > Šidxj 一 > ndy; 
这 天 示 基 本 一 次 形式 在 坐标 变换 下 形式 不 变 , 故 可 在 T0) 上 有 
定义 .从 而 e= de 在 7%(9)》 上 有 定义 ， 且 由 上 知 它 是 反对 称 、 
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非 退化 且 闭 的 ,因而 〈7*(9):c) 是 举 流 形 ,此 o 称 为 T*(Xx) 上 

“定义 3.9 若 (9, oq) 为 辛 流 形 ，Q, 是 0 的 子 流 形 , 车 ?在 o, 
上 的 限制 为 零 ， 则 称 o, 为 8 的 迷 向 子 流 形 ， 又 车 4. 的 维 数 为 
Ñ ëm O B, O, RAOR Lagrange PRH. 

下 面 我 们 简略 地 介绍 Lagrange 流 形 的 一 些 性 质 ,为 此 先 引 人 
流 形 上 函数 图 象 的 概念 。 

定义 3.10 若 9 是 定义 在 流 形 @ 上 的 C” 函数 ， 则 称 余 切 从 
T*(9) 上 的 集合 9 一 {(z。4d9)} 为 函数 9 的 图 象 . 

车 引 人 局 部 坐标 (x1,-… ,xa), 则 在 T*(9) 的 相应 的 局 部 坐标 


可 表示 px CP, OP 
系 中 图 象 可 表示 为 [sss pe E) 
定理 3.6 ”函数 9 的 图 象 必 为 T*《9) 的 Lagrange 子 流 形 。 
证 。 因 为 在 局 部 坐标 下 ,图 象 甸 的 坐标 为 
pi BP. 2P 
长 U 8 7 pa) 
所 以 THO) 的 辛 形式 0 在 其 上 的 限制 为 
s Dd; Ndr: > Fp dz; A dx; = 0 


gisi OxiOxi 


这 就 说 明 AAFIN OMARE "一 Lam T0) ik o 


为 Lagrange 子 流 形 。 定 理 证 毕 . 

定理 3.7 设 M E T*(9) 内 的 Lagrange 子 流 形 , 又 投影 =: 
T*(0) — O((z, E)r) 限制 在 M 上 是 M — Q 的 微分 局 胚 、 
则 局 部 地 必 为 某 个 定义 在 Q 上 函数 的 图 象 . 

证 . 由 于 x 在 M 上 的 限制 《( 仍 记 为 =) 是 微分 局 肽 , 则 可 以 将 
MM 写成 {(x,w(w)}, 其 中 w(x) 在 局 部 坐标 下 的 表示 为 Koledze 
wC) 为 C7 函数 G = l,e, n), SRG 为 T*(Q) 的 基本 一 
RÉA: = 一 26idxi, xt BHH z 所 诱导 出 的 T*(0) —> T*(M ) 
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后 拉 ， 风 有 


s*a = ð 


Hi 


= 


do = dx*a = mtde = n*o 

但 由 于 对 是 Lagrange 流 形 ， 所 以 ro 一 0, Ro RAER FE 
据 Poincaré 定理 ， 局 部 地 有 o 一 dp, Mi M 2558398 p HER. 
定理 证 毕 . I 

定理 3.8 4 是 T*(Q) 的 锥 Lagrange BATRE. 

证 ， 上 面 已 证 得 4。 是 * 维 锥 漫 和 信子 流 形 , 故 上 只 需 证 明 它 是 迷 
向 子 流 形 , 即 要 证 明 自然 六 形式 o 在 A, 上 限制 为 零 . 设 (x,#) € 
Ass 则 # = gs(x,0) B. bolx,8) 一 0， 从 而 在 A, 上 有 

s= 21 d Adai 


isi 


- > (> tanit Do bedi) Ndz 
名 


一 > @sa dz Ndz; 


= 
+ > > $; d0, N dz; 

由 $= aeai 项 为 零 ,又 由 于 在 4。 上 pa(z,0)=0, 

故 > pandri 十 Sdnndð, = 0， 把 它 代 人 上 式 , 有 


i=1 = 


s=- > di N $o, 09, 


nizi 


同样 由 weer 的 对 称 性 知 上 式 右 面 为 才 ， 这 样 ,o 在 As。 上 的 限制 为 
零 , 即 hs 是 迷 向 子 流 形 。 定 理 证 毕 。 
四 、Fourier 分 布 的 小 前 集 ( 续 ) 


在 本 章 末 尾 , 我 们 利用 已 有 的 关于 Lagrange 流 形 A, 的 知识 。 
给 Fourier 分 布 的 波 前 集 一 个 更 准确 的 计算 方法 ,为 此 引入 如 下 的 
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定义 3.11 振幅 函数 a(x,9) 的 本 性 支 集 是 O. x RAO) 中 
的 这 样 的 闭 锥 子 集 ,在 此 锥 子 集 外 ac 5853， 且 它 是 具有 这 一 性 质 
的 锥 子 集 中 的 最 小 者 , 记 为 esssuppa, 

按 此 定义 有 

esssupp a = (Y (T;a € Ss3((O, X RATON) (3.24) 

定理 3.9 对 于 Fourier 分 布 4((3.1)),; 有 

WF(A) 一 [Gz,$;);(z,9) € ess sopp ayqa(zs9) 一 0] (3.25) 

证 。 记 上 式 右边 的 集合 为 D, 我 们 先 证 明 W FC(A) C D, 1H 
定理 31 知 WF(4) C As， 因 此 只 须 指出 当 (x, E)EAAD 时， 
(x,5)EW F(A). d T X Cs 一 hs 的 映照 ( 见 定理 3.5 的 证 明 )， 
Ë (z, 5)€ 4sAD， 则 由 定理 3.5 的 证 明知 存在 《*，6)e Ca 使 
TH(x,0) 一 (x,8),(x,0)Ecss supp a, LË (2,6) 在 A, 上 的 邻 域 
U, 5 (x,6) 在 C, 上 的 邻 域 U, REDA, 我 们 还 可 取 U 充分 
JME ULN D = Ø, U.Ness suppa = Ø, AME U, E a € Spa 

作 了 在 Q, x Ru\{0} HRB V Va fë U,CY,, V,C 
Vas 并 在 了 :中 仍 有 a € 533， 再 作 X(z;6)e C, lË x E V, REA 
1, 在 VV; 外 为 0, 那 时 有 

Islan) = ff c DXaudrdð 


+ [fesen — X)asdxd0 


= Aw + Aw 
对 于 第 一 项 积分 ,由 Xe € 553 知 A 为 光滑 算 子 * 又 由 于 (1 一 Xa 
在 了 中 为 零 ， 所 以 由 推论 3.1 知 U, E A, ERIR U4 不 可 能 成 
为 4; 的 滤 前 集 , 所 以 (x,8)EW F( AD. 

再 证 DCWF(A), # (zo Ë) € D， 则 由 DCA。 知 存在 对 
应 的 bo, 使 $,Cz66 8.) = Eos PoC x00) = 0, B. (zo) € css supp o, 
Hi ess supp a 的 定义 知 ,对 于 《zxo6) EERU x 了 了 来 说 ,= 
不 可 能 在 整个 锥 邻 域 中 是 S= 的， 从 而 在 GNU x V) 上 ,过 
(as6) 可 以 找到 C7 RCC), 9Co)), 使 z(a) 一 za Ooa) = 
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gu do(z(z),8(c)) 一 0 且 在 四 的 任 一 " 388453 X th, alelo), 
CERTEN DOUN y, DE Croo) 的 邻 域内 作 c> 
函数 (x, o), 使 它 满足 
$x(0)s0) = 0, plzla) 0) = $x(o),00)) (3.26) 
(#— 0) has 
( Pro pa W G27) 
显然 ， 这 样 的 少 容 易 作出 。 因 为 四 是 一 个 非 退 化 的 位 相 函 数 ， 故 
(3.27) 中 所 示 和 矩阵 最 后 六 行 的 秩 是 ,所 以 可 以 选取 中 的 二 阶 导 
数 ,使 谈 矩 阵 满 秩 . 以 后 ,可 按 在 《z(c),c) 上 给 定 的 函数 值 及 一 、 
二 阶 导数 值得 到 在 《x。, ox) 邻 域 中 的 pCx, o), 而 且 由 中 的 非 退 化 
人 性质 知 ,得 到 了 函 钞 or, 0) 后 ,满足 方程 
$ (z,0) 一 blxs0) = 0, palx,0)—0 (3.28) 
的 解 (x(o),9Co)) 是 唯一 的 . 
取 aobo DIE U, V, I HRR EWR U Vo So 使 当 
a€ X, ht z(a) € U,, 6(z)€ V, Wue C2(U), KOJEC), E. 


KC) 在 10} < È m Bev 82 1, 在 (19| > 3] 与 信之 交 中 为 
9, B# lOl > È 时 为 齐 零 次 函数 ,考察 


fess, aya) e-em arad 


= ||. senses Ce, tO) Ce drag 
一 AONE OTT 


+ || ees8=see5G — A(O))a rst0)u (a)dzd8 


=1 +I, 
4 oe X hl 对 任意 的 N' 可 以 用 Cars 估计 ,对 于 1;, 由 于 其 临 
界 点 (依赖 于 o) 是 由 $Cx,8) 一 be(zyc) = 0, polr, 9) 一 0 决 
定 , 故 恰 为 (*(c)6(c 力 ,于 是 利用 第 一 章 的 定理 5.3, 它 有 渐 近 展开 
式 ,注意 到 相应 于 该 定 理 中 的 逢 阵 8 是 (3.27) 中 的 矩阵 ,根据 由 的 
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选取 方法 ,8 是 满 秩 的 , 故 当 : -> 时 
h~ erate 51 ani (3.29) 
i=0 
由 第 一 章 《5:29) 知 
Sm ON tei? alela) O60))a C3.30) 
其 中 4 为 作 相 应 自 变 量变 换 时 引入 的 Jacobian 的 值 , 它 不 等 于 零 。 
前 已 说 明 ，x《o),9Co) 的 选取 使 akx《o),16(o)) 在 五 中 不 
可 能 对 一 切 N' 成 立 Cah 型 的 估计 ， 因而 (3.30) 中 的 aç 也 是 如 
此 。 而 由 a; 的 表示 式 知 ，az 在 上 一 co 对 的 阶 数 比 oo 均 低 , 所 
以 , 当 e 一 oo 时 六 也 不 是 快速 递减 的 。 综 合 l tiit HAA 
定理 1.5 知 (xo E) EWF(A4)， 这 就 说 明了 DCWF(4), 定理 
证 毕 。 
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第 三 童 。”Fourier 积分 算 子 的 运算 


术 章 将 对 Fourier 积分 算 子 本 身 进行 更 深入 的 讨论 ,主要 介绍 
三 个 方面 的 内 容 。 在 $ 1 中 研究 Fourier 分 布 的 表示 , 由 此 可 以 看 
到 锥 Lagrange 子 流 形 A+ 将 起 本 质 的 作用 ; $ 2 着 重 研究 Fourier 
积分 算 子 的 复合 运算 及 其 共 邦 运算 ,特别 地 ,还 给 出 了 车 干 应 胃 中 
经 常 需要 的 运算 方式 ;在 $3 中 引入 关于 Fourier 积分 算 子 的 阶 数 
的 称 念 ,并 讨论 Fourier 积分 算 子 的 H ERE. 


$ 1，Fouricr 分 布 的 表示 
在 第 一 章 中 ,我 们 已 经 用 振荡 积分 定义 了 Fourier 分 布 x 上 > 
Lan) 
Iglau) 一 J| se 2aCe,0)sGD4149 (1.1) 
取 关 于 日 为 正 齐 一 次 的 C” 函数 ea) = 0, 并 使 (x,6) 一 
《zy8(z: 的 》 构 成 一 变数 变换 ,把 它 代 人 《1.1), 有 
lalau) 一 J| se5ace uC drad (1.2) 
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k EÂ) = Iel), Ke) = aG0G,8)) [2]. 
这 样 ，C1.1) 与 (1.2) 虽然 有 不 同 的 位 相 和 振幅 , 但 它们 表示 
同一 个 分 布 
这 个 简单 的 例子 说 明了 同一 个 Fourier 分 布 表示 的 多 样 性 ， 
这 在 拟 微分 算 子 理论 中 是 没有 遇见 过 的 ,那么 Fourier 分 布 究竟 如 
PRAT CIDRA? 什么 是 这 类 分 布 的 最 本 质 的 东 丁 
呢 ? 为 此 ,我 们 再 来 分 析 上 例 。 由 关系 式 $(x,6) 一 p(x,0(x,6)) 
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知道 , 当 |= 0 时 , $5 一 pojo = 0, $, — $; + pohe = pas P 
以 有 A= As。 这么 看 来 , 锥 Lagrange 子 流 形 Aç 似乎 起 着 实质 
性 的 作用 , 而 事实 也 确实 如 此 ， 若 有 两 个 Fourier 分 布 A; si> 
Las) 及 和 ai 六 > 1sCiiw), 它们 均 有 非 退 化 的 位 相 函 数 ， 且 在 
mod C” 下 4 一季, 则 在 对 应 于 ess supp 。 的 那些 点 上 必 有 hs 一 
45。 反 之 ， 若 对 非 退化 的 位 相 函 数 p, 多 ,4s 一 48， 则 对 应 于 
Fourier 分 布 A: > 4(cx)， 一 定 存在 振幅 2, 使 得 由 2,22 所 组 
成 的 Fourier 分 布 Aiu ICu) 满足 3 — 4。 上 述 结论 的 第 
一 部 分 不 难 由 第 二 章 的 定理 3.9 得 到 , 这 是 因为 A 上 与 es supp a 
所 对 应 的 部 分 即 D, 从 而 有 D 一 WF(4) = W F(3) = D, 关于 
结论 的 第 二 部 分 及 其 证 明 , 我 们 叙述 为 如 下 的 L.Hörmander 定理 

定理 11 设 sz;8) 及 BCs Ë) 分 别 是 点 (xo 6) € Q x 
Ra\{0} E (xə0)€ O x Ra\{0} 的 锥 邻 域 了 及 闻 内 的 非 运 化 位 
相 函 数 , 若 如 一 4z, 则 对 任意 a(z,0)€ S2(Q Ra) ess supp a 包 


miN- 
> 


RE (xo 9) 点 的 充分 小 锥 邻 域内 时 ,存在 ZC, 6)€ Se 
as supp 包含 在 《zo 名) REBRA, EE 
Iau) = Is(iu) Vue C2(Q) (1.3) 
当 (zo 6.) Š C, 时 ,定理 显然 成 立 , 故 以 下 就 (za 6.) € C, 的 
情形 加 以 证 明 。 由 于 定理 的 证 明 较 长 ,我 们 将 分 下 列 几 步 证 明之 ， 
首先 在 保持 Fourier 分 布 不 变 的 前 提 下 ， Cr, 0) BREEN 
数 可 以 减少 ,其 所 能 减少 到 的 最 低 数目 由 A, 所 确定 。 其 次 我 们 证 
明 在 保持 Fourier 分 布 不 变 的 条 件 下 ， 位 相 变 量 的 个 数 可 任意 增 
加 。 最 后 , 在 位 相 变 量 个 数 相 等 , B. A, 一 As 的 条 件 下 推 知 存在 
一 个 保 纤维 的 微分 同 是 喘 射 2， 它 将 由 变 为 多, 同时 Fourier 分 布 
不 变 ， 综 合 这 些 结果 ,就 得 到 定理 1.1, 
定理 的 证 明 。 
G) 减少 位 相 变 量 的 个 数 “我们 的 目的 是 由 #8) 出 发 构 
D 设 f RAAR E, F 之 间 的 C” ijs zz, xz DAE E, 下 到 其 库 空 间 X, Y 


上 的 投影 。 若 # 使 的 纤维 同 脖 于 F 的 纤维 。 则 称 P 是 保 纤维 的 映射 ， 此 叶子 
在 Y 上 之 投影 仅 依赖 于 *。 
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造 新 的 位 相 函数 (x，0'), 使 得 hs 一 Ao Uü $ 中 位 相 

BE O 的 维 数 《> O 是 A E God) 点 的 切 空间 与 

Tuwscuoeonz Ga) 相交 的 维 数 ,此 处 = 为 T%9) 一 的 投影 ， 
为 此 考虑 对 应 于 二 次 型 doltoa) 的 N x N KIRE. 


我 们 总 可 通过 9 空间 中 的 正 交 变 并 ,将 此 殷 降 化 为 【 。 o) 的 形 


式 ,其 中 左上 角 是 一 块 k x k HEE, mA TAO? 是 一 块 《X 一 
k) x (N — k) 的 非 异 方 阵 . 《x。, 0) € Ce WI bolxo, 6) = 0, 
故 由 于 各 关于 8 是 正 齐 零 次 的 ,所 以 dos(xo:8) . 0, = 0. 于是， 
若 rank Q = N, Hj 6 一 0， 而 这 是 不 可 能 的 . 这 就 是 说 必定 
rank Q <N 成 立 , 故 记 rank Q XN — k, 有 大 > 0, 记 8 一 (9， 
9")， 此 处 O'm (6288 一 (gt gw)， 由 
0 0) /0 
(ze 0a) 0a = (, 2) (e) 一 

及 8 为 非 异 阵 的 性 质 ,可 得 6 = 9。 

显 见 ,此 时 应 有 6, == 0, 由 $eor(xos 6:0) 一 0 及 paroka 
00) 非 异 ,将 boles 00”) 一 0 视 为 关于 8" 的 方程 ,由 隐 函 数 
存在 定理 可 知 ,在 《xzo;6) 附近 存在 唯一 的 6"(x*8 )， 使 得 

0”(xa 8) = 0 
[ polz, 8,0 Ce) = 0 (14) 

记 We) = 0(z,0',0”(x, 9))， 则 可 以 证 明 也 是 一 个 
IERRA E A, 一 4s， 事 实 上 

A) h ATO 是 正 齐 一 次 的 ,这 是 因为 四 关于 6 是 正章 一 次 
的 ; 故 从 (1.4) 得 到 

pon(x,20',10"(x,0)) = 0 
但 男 一 方面 ，9”(x,0') 是 doler 0, 0") 一 0 的 解 ， 故 polr 
18', 0”) = 0 HR "(x，:9')， 由 解 的 唯一 性 得 :9"《x，0) 一 
9"(x, 19')， 于 是 
bx,10°) 一 plaet ,0 (x,20')) 
= p(x ,10"(x,0°)) 


le 


= ;à,(z,0“) 
(2) é £T z, 无 临界 点 ,这 是 因为 
pLa) — $: + bond 
palas) == $o + por Op 
但 是 dolars 0, 0”(z, 0)) = 0, i 
Pir ™ prs hw 一 po (1.5) 
EA o EHAR, Vond = Vanop A 0, 现在 por = 0, 
此 per， dx KERNA, Vendi Z= 0. 
《3) $, EIREADH, 只 要 证 明 在 $e 一 0 上 


有 
(éD: V _ 
mal y) q 
HT $ 3933 ES fr ERIH 和 一 0 k, 
` Pre 
rank ( M ) -N 
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由 上 述 ,在 Go Oos 0) 处 ,此 箱 阵 化 为 
$z Pror 
ga 
Ü pogr, 
rank govov = N — k, 改 rank geofzog 0) =k. 从 而 在 此 点 的 
邻 域内 也 是 如 此 , H (1.5), 在 0” = 0”(z,0') E, pw = 0 <> 
po m 0 <> = 0, B (Q) 一 mo， 因此 在 er = 0 E, 
rank()zor = k, #& (1.6) 成 立 。 
《4)》 由 《1.5) 可 知 
An = {xs dir) pim. = 0} = {(x,8); po = 0) = Aç 


引信 新 的 非 退 化 位 相 函数 p, (z,9') Ji, Fourier 分 布 4 可 改 
写 为 


LG) = farewakr, ays ()2229 


- ffe (= 2 *eemate,,əya9°) s(z)dzd0' 
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$(z,0',0”) = plas, 0") — dalr, 0) 
并 令 
(z, 8) 一 [BD (1.7) 
有 
Ilon) = Ian) = ff ehen, 8 Jula)drd' 

我 们 下 面 再 证 明 Aes 9) e SPY (9 x R), 从 而 说 明 
ul> 14 (ix) 是 一 个 Fourier yt. 

为 此 , 作 变 量 替 换 7 -证 Tel a” 
个 变量 替换 是 合理 的 ,经 此 变换 后 ， 


Was 0) = eieiei 0 da” 


-6r HT 6 = 0, 这 


fE z = xe "= W n” = 0 BF, par = po = 0, Wk py = 
B 


0. RAAE (a, 6) 的 附近 考虑 Fourier 分 布 的 变形 ,所 
以 不 纺 认 为 "在 【sw -名 Ak 0) 点 上 述 对 应 的 锥 邻 域内 仅 有 此 


FA, HEKA dyry BED Jove = poron fE (zo6@,0) 
点 非 妈 化 )， 于 是 ,由 第 一 章 定 理 5.3, # (x 0) 的 锥 邻 域内 估计 
式 


lex,0)| < cje I gynl" el,0',0"(#,0"))] 
x 18 
< cje gol ale ,0 C0) 
<clol" 
成 立 。 用 类 似 的 方法 对 s(x, 0) 的 各 阶 导数 进行 信 计 ,可知 


sx, 0)€ SPY io x RO. 
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我 们 还 要 指出 ， 加 (x, 0) 中 位 相 变 量 2 的 维 数 不 恰好 就 是 
As fE (zo Dalta 6o))》 点 切 空间 与 T*(Q) 在 该 点 的 纤维 空间 相 
交 的 子 空间 3 的 维 数 ， 因 此 它 是 由 A, 所 确定 的 一 个 几何 量 , 事 实 
上 ， 
S = (Tuswwrtrowen ds) (Y (Te, e aysana x0)) 
由 于 
Tevsza8 Ae — {Bx barBx 十 Pro60); porBx 十 dodh = 0), 
而 Teuereaeoyr (za) = ((0, 85)}, 所 以 $ 一 {C0, por80); 


Dud 一 0}。 另外 ,因为 to 一 (。 N 上 所 以 os89 — t 28 


a 具有 (D) 的 形式 ,再 由 于 de ZEA t W S WERE 
). 


GD 增加 位 相 变 量 的 个 数 ” 由 第 一 章 54 例 3 知 , 在 考虑 
Fourier 分 布 的 变形 时 , 可 以 了 略 去 一 些 光滑 函数 而 不 影响 讨论 的 结 


果 。 因 此 ,在 讨论 如 何 增加 积分 -werwa(x:6)s(e)dxag 的 位 相 


变量 时 ,不 妨 认 为 aCe, 6) 的 支 集 在 |9| 221 的 范围 中 , 不 然 的 
话 ,只 要 用 一 个 支 集 在 |9| > 1 中 而 于 19| > 2 时 恒 等 于 1 的 C” 
函数 乘 以 振幅 *(*，9)， 由 此 引起 的 与 原来 分 布 的 差别 仅 是 一 个 
C” 函数 。 

今 设 we R,, Aloo) 为 一 个 正定 的 二 次 型 , 作 

(z ,0, 0) — (x20) + KaD  G(N8) 

由 于 a(x,0) 在 18| < 工时 为 零 ， 故 可 以 认为 上 式 中 |9| 2 1, 
从 而 《1.8) 有 意义 , 将 0, o 视 为 位 相 变 量 , 则 加 是 一 个 非 退 化 的 
位 相 函 数 , 且 A, 一 Ae 

事实 上 ,h(x,9,0) 关 于 98,0 为 正 齐 一 次 的 。 又 车 Vw6rw 一 
0, M) $ = pe = 0, 


bio — hot (ge KaD) = 
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1 
$. = iai CA(o,6)), — 0 


但 4(csc) 是 非 退 化 的 二 次 型 , 故 由 第 三 式 知 e = 0。 代 人 第 二 式 
得 ge 一 $e 二 09。 这 样 就 与 $ ERRET E. AE Venant A 
0, 即 $, EREA. 
HEER, da= 0, pu 一 0 意味 着 pe 二 0, o= 0, FË 
由 内 之 定义 可 知 ,在 由 ep 一 0， 由 v 一 0 上 ;矩阵 
Cao (dw (pe 
(as eax a) gs 


( bre po D ) 
0 o 前 
但 141 夫 0， 且 由 由 的 非 退 化 性 知 Credo) Wk, DM T E pE 
(1.9) 满 秩 , 即 dlrs 9, o) 是 非 退 化 的 位 相 函 数 . 

另外 ,由 内 及 由 的 一 阶 导数 之 间 关 系 立刻 可 知 A, 一 hs,. 

利用 新 的 位 相 范 数 (x,8,0)，Fourier 44 Aru l> Iau) 
又 可 改写 为 

Ga) = J| see ur) dng 


化 为 


- Ww lel “Fala, 0 Jula )dxdbda 
其 中 C 是 由 下 式 确定 的 常数 (参见 第 一 章 引 理 5.3): 
LI = Y 
je 人 G) = clel 
于 是 令 ka, 0, o) 一 Cia(x,0)101-Y， 即 有 
Ilan) 一 16,Cbu) (1.10) 


现在 再 证 明 bx,8,0)e STICA X Rea), 由 Gio; = qe; 一 
4《o,0)191-9;， 利 用 


(o) > + 4yo -0 — (go 


得 到 
> (as y > L 2 A907101™— Elha 
因 ga 关于 9 是正 齐 零 次 的 ， ,所 以 Elbo ER. 再 因 Aoo) i 
正定 福 , 当 |9| < elc| (e 充分 小 38, $ AGe,ay10[-* 8: 可 以 任意 
大 。 此 时 就 有 D) (da> 0， 于 是 由 稳定 位 相 法 可 知 ， 可 以 限 
制 在 || > elol 范围 中 讨论 积分 16.(bu)。 这 时 所 引起 的 差别 只 
是 一 个 C” 函数 , 故 可 不 予 考 虐 . 
E jol 之 elol 时 ,有 不 等 式 
1+ [60| < 1 + 18| + lel < CG,G(1 + |0|) (1.11) 
所 以 由 a(r, 8)e S2CO x Ru) 即 可 得 知 
Bz,0,0)€ STICA X Russ). 
BP, u> 1 (Lu) 也 是 一 个 Fourier 分 布 。 由 于 在 上 述 过 
程 中 引入 新 变量 o 的 个 数 > 可 以 是 任意 正 整数 ， 因 而 可 以 在 保持 
原 Fourier 分 布 不 变 的 条 件 任意 增加 位 相 变 量 的 个 数 ， 
GD 当 N= Ñ = k 时 定理 1.1 的 证 明 。 此 处 和 是 (ID) 中 所 
获得 的 位 相 变 量 的 最 少 个 数 。 
设 ó, 名 都 是 定义 在 9 x RATO) 上 的 非 退 化 位 机 函数 , 且 在 
(zo Oa) 的 名 域内 所 导出 的 he SE Cros 入) 的 邻 域内 所 导出 Aš 
相 重 合 。 由 第 二 章 定理 3.5 的 证 明 可 知 、 可 以 诱导 出 一 个 定义 在 


c — G 
TN / T® 


A= 好 


(1,0) — Cô) 


~/ 


G) = G$) 
KLI 
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C, LRR 所 x,9) ( 见 图 1.1), 使 有 
(TH)ioTH Nx,0) = (x, Gx, 0)) (1.12) 
并 且 上 式 所 定义 的 映射 
(TOJ oT ®: C> CF 
是 一 个 微分 同 胚 ( 在 上 述 局 部 邻 域内 )。 于 是 所 x,9) 可 以 视 为 由 
等 式 deles 0) = Srs Ô) 定 出 显然 可 见 ， 由 (xy 6.) 一 
Elan) 可 知 ó, — 多 xzo 6.) — 6,. 另外, 困 Ñ = k, HH (1.6) 
的 还 明知 rank 2, 0(xo;6,) = k, 改 可 以 从 2,Ga,0) = 已 知 值 (使 
得 它 在 C, 上 一 如 (z;6)) 解 出 6, 从 而 将 E= AC OEE] Crot) 
在 9 x R, 的 领域 内， 而 使 得 在 Cs 上 仍 保持 be(z, 6) 一 š, 
(z，6)。 又 因为 $, (z, 9) 及 多:(x, Ê) 分 别 关 于 6 及 6 为 正 齐 一 
次 的 , 故 6Cx, 8) 关于 8 也 是 正 齐 一 次 的 。 
定义 (x,9) 一 $C, ACs 0)). 显然 , 它 关 于 9 也 是 正章 一 
次 的 ,考察 它 的 导数 ,有 
pam š, + BE, bo— Jobe 
Yao = Q e8 (ÊY + Š iboa (1.13) 
hor = Š bzo + $ 6.0, + Be Âor 
由 这 些 等 式 可 知 几 是 一 个 非 退 化 的 位 相 函 数 .事实 上 ,四 (>,6) 一 
S(x;6(xy9))， 两 边 对 8 求 导 ,得 doele, O) 一 Ba (x, 6)6o， 而 
由 (1.6), poss Bor 在 (xos Oa) 点 满 秩 ( 秩 为 t)。 故 Ôo 必 满 秩 . 若 
Ye 一 0， 则 由 (1.13) 中 前 二 式 得 $, + poh — 0, $6 -Âa = 
0 HÂ WERTE $4 =, g, 一 0， 这 与 4 为 位 相 函 数 矛 盾 ， 
故 由 无 关于 z, 0 的 临界 点 .为 证 由 是 非 退 化 的 , 即 证 在 be = 0 时 
KERE (Qasa) 之 秩 为 允 我们 只 要 证 明 在 Cros Oo) 处 ,此 矩阵 之 
铁 为 下 就 可 以 了 。 注意 到 《是 位 相 变 量 可 能 达到 的 最 少 个 数 , 由 
本 定理 证 明 的 第 一 段 知 Š sa (zo Ó) 一 0 又 Palro 6) = 0, 于 
是 ,由 (1.13) 后 两 式 ,在 点 Gos 6) 处 有 
pom O, hor — Paabo 
但 如 非 异 ， ir ZIRH k. MC as ZIRE K. EMEA Y 
Wa, 0) 是非 退 化 的 位 相 函 数 。 


sime 


@(z,0) 还 有 一 个 性 质 : $ — ó 在 C, 上 具有 二 阶 零 点 。 这 
是 因为 在 C, E de= 0, pale, Ó Cx,0)) = 0, B. #,(x, 0) = 
#$.CGz,ó(=, 0)), 从 而 由 (1.13) 第 二 式 及 ĝo 非 异 性 质 可 知 we 一 0， 
而 由 (1.13) 第 一 式 有 $, = o TEE C。 上 Vwal$ 一 由 ) 一 
0。 另 一 方面 ,由 中 与 四 关于 6 的 正 齐 一 次 性 知 ($ 一 $x,0) = 
VLCD 一 (x,9)) .8 一 0， 所 以 由 一 由 在 Ce 上 有 二 阶 零点 .。 

但 是 我 们 不 能 断定 在 Cs 的 锥 邻 域内 风 一 少 一 0。 而 这 一 点 
又 丛 是 我 们 所 希望 的 。 所 以 我 们 再 作 一 步 工作 , 找 一 个 适当 的 
0x,9), 使 p(x,9) 一 (x,8《x,9))， 若 这 样 的 9' 能 被 找到 , 则 
定理 得 证 。 事实 上 ,此 时 位 相 函 数 由 与 多 将 由 下 面 等 式 联系 

$x,0) = $lx, Hx,0°Cx,0))) (1.14) 
从 而 , 令 6 一 6z;6'(z6)) 后 ,有 
jae,0)u Cs)arae 


= (farace, dace arad (1.15) 


其 中 2(z,0) 一 a(x,6) ° [98| 是 与 。(x,9) 属于 同 阶 象征 类 的 . 
为 寻求 Ox,8), 试 设 8 = 0 + #， 写 出 
#(z,0) — 0(z,8) = plr) — $lx,0) 
= pr + n)—4(z,09) (116) 
今 考察 (1.16) 两 边 。 先 看 (1.16) 左边 , 在 C, 附近 作 坐标 变 
换 , 取 do 为 坐标 y， 由 于 C, 上 due 28825 k, 故 可 以 从 wo = y 解 
出 x 中 外 个 分 量 , 记 它们 为 x', 并 记 其 余 # 一 万 个 分 量 为 x", 则 有 
x 一 了 (ys*",9)， 为 书写 方便 起 见 ,我 们 将 2 = ACOs”) RA 
由 一 由 后 的 函数 仍 用 由 一 由 记 之 。 
在 新 的 坐标 下 , Cs 的 方程 是 ?一 0, Mi — $ # y — 0 BP 
有 二 阶 零 点 。 册 Tayor 公式 
$ — $ = (y, By) (1.17) 
jeh B = P G — EXO — #)y(ey,z0)4e, 
HA (1.16) 右边 , AA y = 0 时 由 一 p, 故此 时 r= 0 从 而 


Hie 


设 # 为 Wey 的 形式 ,有 

$(z,9 + A) — pla) — (y, Wy) + (Wy, CWy> (1.18) 
其 中 C = fa — e)#ss(x,0 + EWy)de, 

现 考虑 

F(x,0,W) = W + 'W CW + B (1.19) 

车 能 从 F — 0 EH W (z,0), D) # = Wy — W(z,0)0b(z,9) 就 
使 (1.16) 成 立 , 由 于 在 CroO) 点 = po = Ospa = 0, K C = 0, 
此 时 就 有 FCx6,06, 一 B) = 0. 

容易 看 出 


8c 一 
OW loto , 
所 以 

E 

OW itab 
这 样 ， 由 隐 函 数 存在 定理 可 知 存在 W(x, 9) 使 在 《ro 0) 附近 
下 一 0， 从 而 可 得 久 = 0 + Wy, E (116) 成 立 , 或 px,6) 一 
%(x,8')。 于 是 ,在 Fourier 44i u > 1s(on) 中 把 位 相 中 换 成 $， 


并 把 ox， 9) 相应 地 换 成 BCe 8) — sz; 8)| 吕 | ， 该 分 布 保持 不 
* 


= [i + cw + 28 + wc] _: 
BW 


(obo) 


最 后 ,综合 上 面 三 部 分 的 讨论 ,就 可 完成 定理 的 证 明 。 事实 上 

由 定理 的 假设 条 件 ，d(x;6) 与 $(x,6) 所 生成 的 Lagrange 
HE hs 与 4z 重合 ,利用 (D 的 讨论 结果 ， 可 以 将 四 与 多 的 位 相 
变量 个 数 均 减 少 至 最 低 个 数 k, 设 它们 所 对 应 的 新 位 相 函 数 分 别 
是 和 和 多， 则 局 部 地 有 A= Ans As 一 hz,。 从 而 局 部 地 仍 保 
持 An 一 As... H (ID 的 讨论 可 知 与 2, 等 价 ， 即 它们 可 以 相 
互 变换 .这 样 ， 对 原来 的 Fourier 分 布 4; ui llau), HA), 
知 存在 a 使 14aw) 一 14.《ow)， 再 由 (DT), 知 存在 所 使 15Cawm》 
=la). E C), EE a E Iau) 一 Ga), 于 是 
L,Cau) = l#(Gu) (1.20) 
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又 从 上 面 讨论 可 知 , 若 a€ STCO X Ry), W 
MRA CESA) 
aest T O x R) 
PAE a x Ra) 


ze st 
即 


N-i 


Ñ 
a€58" T (Qx Re) 


定理 1.1 证 毕 。 
§ 2. Fourier PYRTH 


由 第 一 章 ，Fouricr 积分 算 子 是 通过 作为 其 核 的 Fourier 分 布 
来 定义 的 ,因而 关于 Fourier 积分 算 子 的 许多 运算 可 以 归结 为 相应 
的 Fourier 分 布 的 运算 。 而 后 者 又 可 以 视 为 一 般 分 布 运算 的 特例 。 
从 而 其 中 许多 运算 可 由 第 二 章 š 1 诱导 出 来 但 是 由 于 Fourier 种 
分 算 子 本 身 的 特性 ,也 考虑 到 应 用 上 的 方便 * 有 必要 对 某 些 重要 的 
运算 进行 深入 的 讨论 。 为 此 , 在 这 一 节 中 主要 讨论 共 思 和 复合 运 
E. KAZARN, 重点 是 研究 复合 运算 。 我 们 首先 将 给 出 两 
个 Fourier 积分 算 子 复合 后 仍 为 Fourier 积分 算 子 的 条 件 , 然 后 给 
出 若干 经 常 应 用 的 运算 公式 ， 


一 、Fourier 积分 算 子 的 伴随 与 共 四 

考虑 Fourier 积分 算 子 A, 记 它 的 分 布 核 为 KK4, MY 

(Kas f) = Talaf) 
= fjewermeCesy, ary dedydð (21) 

此 处 {Cx y) € C(G.x 9,), 9, E 9, 分 别 是 R°: 及 R" 中 的 开 
Ë, a(z,y,0)€ SZ. (Q, x Q, x Ru), p> 0, 8 < 1, #(z,y,8) 
是 算 子 位 相 函 数 . 

4 的 伴随 自 子 “4 外 下 式 确定 
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(Au, vy = us'Avy 
记 '4 925 8325 K, > 由 第 一 章 (4.6), 有 
(Ke Kay) = [|| 922400, y)e88aya6 (22) 
显然 ,4 也 是 一 个 Fourier 积分 算 子 ,并 且 它 是 CC9.) 一 CC2)) 
及 s(9.) -> D'CO) 的 连续 线性 算 子 。 
我 们 还 可 讨论 算 于 4 的 共 斩 算 子 4*, 它 是 由 下 式 确定 的 算 子 
(u, 4*v} = (Au)  Vu€ CECA), ve CQ,) 
这 一 共 示 算 子 的 概念 显然 是 Hilbert 空间 L? 上 线性 算 子 的 共 
HERREN. 
将 4 的 表示 式 代 人 上 式 ， 可 得 
( 2") ~ (THD) 


= j PEED, 8 入 03500457755 
= OOI 
从 而 4* 的 分 布 核 Ka 由 下 式 确定 
(K Kay = f [aenar yardyd9 (23) 


与 第 一 章 定理 4.3 Hi A" BE: CP(Q.)—C=(0,) 及 ea 
多 "(0,) 的 线性 连续 算 子 . 

更 进一步 , 4* 也 是 一 个 Fourier 积分 算 子 .事实 上 ,组 dr， 
0) 是 算 子 位 相 函 数 推 知 , 一 wy。x, 0) 也 是 算 子 位 祖 函数 ,由 
alx,y,0)€ S20: x 9, x Ru) 推 知 ,a(y,*,0)€ SZ.CO, x 9, 
XRy), MAM Kat 是 一 个 Fourier 分 布 。 


Z, Fourier 积分 算 子 的 复合 
现在 讨论 两 个 Fourier 积分 算 子 可 复合 , 且 复合 后 仍 系 Fourier 
积分 算 子 的 条 件 。 为 此 , 先 介 绍 模 截 的 概念 . 
定义 2.1 F R 与 R, 是 线性 空间 R 的 两 个 子 空间 ,其 线性 和 
R. 十 R, 的 维 数 达到 极 大 , 则 称 R 与 R RER. A RAR, 
aile 


上 述 定 义 中 所 谓 R, + R, 的 维 数 达 到 极 大 是 指 : 当 dimR t 
dim R, <dim R 时 ，dim(R 十 Ri) 一 dimRi + dim R; 当 
dim R, + dim R, 2 dim R ff, R= R,+ R, 从 而 dim R = 
dim R, + dim R, 一 dim( R, N R,). 

EX 22 设 在 一 微分 流 形 中 , ?为 两 微分 子 流 形 M M: hI 
公共 点 , AE P 点 的 两 个 切 空 间 TpMi 与 TrM; 模 截 , 则 称 M, 与 
M, fE PARR. 

[ 例 1] 设 S; eyss) = 0 Ej S, g(x yos) = 029 R rB 


两 曲面 ,它们 有 公共 点 P, NH (有 x” H) 在 己 点 之 和 为 


2 时 , 其 切 平面 联合 张 成 三 维 空间 ; 按 定义 2.2, 5, 与 S 在 了 点 横 
R. 

定理 2.1 itO., 0,, 0; YB R R», R 中 的 开 集 ，4; 
是 由 非 退化 算 子 位 相 函 数 a, 及 振幅 a; 所 确定 的 Fourier 积分 算 子 
G=1,2) 


Chula) = J sea C, y,68)a(y)4yda6 


Caw) = J esa Kya ro ddg 
a€ S(O, X 9, X Ry,), ax € SHCA, X Q, x Ry), p> + 


如 果 A A 中 至 少 有 一 个 是 恰当 支 的 《振幅 a 为 恰当 支 时 ， 称 对 
应 的 Fourier 积分 算 子 为 恰当 支 的 ), 而 位 相通 数 qu, b: 满足 条 件 
Chg, X An) 与 (T*(9,) X diag (T** (O,)) 

x T*(08,)) 在 每 一 交点 处 横 截 (2.4) 
则 可 定义 4 与 4: 的 复合 404» Ei C0.) 到 c=(O,) 的 
Fourier 积分 算 子 , 位 相 中 是 定义 于 O, x O, x Rw\{0} EIB AE 
算 子 位 相通 数 (N 一 N, + N, + n), TRIE a € SO, x 
9, X Ry), H 


A= 44, (2.5) 
证 。 此 处 4 与 4; 的 复合 是 以 其 分 布 核 在 第 二 章 关 于 分 布 复 
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合 的 意义 下 进行 复合 来 定义 的 。 所 以 我 们 需 验 证 第 二 章 定理 2.6 
的 条 件 。 以 下 为 书写 简便 起 见 ， 妇 ， A, 的 分 布 核 仍 用 4, 4, R 
m. 

第 二 章 中 条 件 (2.34) 是 满足 的 , 这 是 因为 , 若 h AATE 
函数 , 6, 与 te 就 不 会 同时 为 零 从 而 A, = [(x, y; bis uy); 
ge 一 9 RRA (z,y; 0,7) 型 的 点 。 故 WF(44) 也 是 如 此 ,于 
Æ WF,(4,)= Ø, 同 理 W F,(A.) = Ø. 

由 于 Ao A 中 至 少 有 一 个 是 恰当 支 的 ,映射 x: 0, X 0,X 8, 一 
Q: X OƏ,,(x,y,z)—(z,z) fE (suppA, X Q,) Y (Q, X supp 42) 
上 的 限制 是 恰当 映射 。 事实 上 ， 不 妨 设 A 是 怡 当 支 的 , 令 K 是 
9, x O, HIRR, r Kf (supp 4: X Q9,)Cx,KXx/((supp4,)X 
m (K), DE4Ëz,, zy zs 分 别 表示 到 R, R", R°: 上 的 投影 算 子 . 
FEE r’ KRT (supp 4 X 2.) X (Q, X supp 4) 上 是 紧 的 ， 
此 即 所 需要 的 . 

从 而 按 第 二 章 定 理 2.6，4,，4s 可 以 复合 . 以 下 要 证 明 算 子 
Ard: 仍 是 一 个 Fourier 积分 算 子 。 

车 alx，y，0) 及 a(y,z,c) DI O R o ARER, NR 
u(x, z)€ CF(Q: x 0,)， 易 得 


(Ac 4585 = | ei BG tp Ng ry, 0 ay sz,G) 
X u(x,z)4zdyazd8da (2.6) 
由 于 as a 中 至 少 有 一 个 是 恰当 支 的 , 故 当 s€ C(O: x O,) 时 ， 
y 也 仅 在 紧 集 中 变化 ,从 而 4104 的 分 布 核 是 
{ent esy, 0 edys zs0)dyd0ds (2.7) 


一 般 地 , Æ ox，y，,z) 及 oXKy,x,0》 并 非 关于 6,o ARIER 
们 可 利用 第 一 章 定 理 3.1 中 的 处 理 方法 来 定义 41° 4;。 此 时 应 说 
BJ (2.6) 右 端 仍然 表示 一 个 Fourier 积分 算 子 , 且 重点 在 于 对 位 相 
通 数 的 分 析 。 由 《2.77 的 启发 , 我 们 应 当 将 变量 y, 9, o HARA 
位 相 变 量 , 将 bi 十 p 考 卉 为 位 相 函 数 。 但 由 于 位 相通 数 要 求 关 
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于 位 相 变 量 是 正 齐 一 次 的 , 所 以 实际 上 将 用 Jero jo 
9, o 作为 位 相 变 量 。 
由 di 办 的 表示 式 知 ， 

Chi + dide = hus Cht $), = b 

(+ó) = bws (hi + bide = $x 
注意 到 do $ DATERAR I di ho 不 能 同时 为 零 。 
gr 也 不 能 同时 为 零 , 所 以 办 十 d KTF (z, y, 0, 0) 无 临界 点 。 
关于 O, z, 9, 0) 也 无 临界 点 ， 并 且 Vood #0, Vomt: +0, 
而 由 pla) 关于 的 正 齐 一 次 性 可 知 当 o 充分 小 时 gy 也 充 
分 小 .于 是 当 充分 小 时 ，Yoa( 办 十 4:22 0， 同 理 , 当 8 充分 
小 时 , Vonal + $.) + 0, 这 就 表示 存在 e > 0, 使 在 |(9,o)| 一 
《19F 二 lcb 一 1 E Ele Selo BE Vol t $) = 0, 
而 在 9| elol 部 分 有 Va 十 加) #0 A 2.12, 


0 


la jelo iois<esiel 


16i<astol 


图 2.1 
于 是 作 关于 (9,0) 为 正 齐 零 次 C” 函数 X/(0, o), i= 1,2, 
使 得 在 |(9, o)| 一 1 上 满足 
€ 
|. lel <l 
x, = 
o [cl > sl9| 
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i tel < žal 
-| lel > atel 
这 样 , 积分 (2.6) 可 分 解 成 三 部 分 
CASA) 一 fe tere 0 ajali, y,0) 
X a(y,z,o)u(x ,z)dzdzdyag4o 


+ Jee soza aadsazaya6da 


+ fessa — Z, — X,)aayudzdzadyd0da 
一 五 十 五 十 到 (2.8) 
对 了 的 核 
fmm argo >) 
Xa(z,y,0)a(y,s,c)dyd0do 
利用 对 y, 6, o 分 部 积分 技术 , 由 we 5% 之 估计 式 , 可 知 它 
是 (x,s) 的 光 清 函数 , 同样 1, 的 核 也 是 Ce, z) 的 C” 函数 ， 因 此 
对 应 于 这 些 核 的 算 子 是 光滑 算 子 。 
对 于 L, 由 于 在 spp((I 一 为 一 为)atax) Es 
€ 5 
iol > 191 B i61 > ll 


故 有 
Zle > [0l > Žel (29) 
令 F= yl, D; H (2.9), (C0, c)| 去 0, 政 有 
s= Í, oe pa Daa) C1 — z, — 2) 


Xa (=. s 0) a ome z, a) 18,017 
X u(x,z)dxdzdğdðde 一 


FEX 
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ezoj9, 四 一 由 (ar Ty’) 


向 (er z, o) (2.10) 


azyzj02o) 一 (1 一 为 一 ta (erip) 


a — = s0)| "> . 
x (re DLG o) (2.11) 
NJ 

h= [es a37,0,0 ssardsayadao (2.12) 


现在 即 可 说 明 (2.12) 右边 是 一 个 Fourier 分 布 。 

首先 ,由 《2.9), 当 |8|—ço 《从而 lel) ti, G + 1912, 
(1 十 1ol》 5 (+18 + eY 是 等 价 的 ， 其 中 IER, Ki 
a€ SE(Q, X Q, X Ru), 其 中 

pts N=N +N +n, 

其 次 , 由 《2.10》 定 义 的 $ 是 一 个 以 了 , 6, “为 位 相 变 晤 的 位 
相 函 数 , 且 A= 44uo44,。 事 实 上 : 

G) 因为 ds 血 分别 关于 9, = 为 正 齐 一 次 的 , 且 


— y ~ s. 
[C8, 290) 1C0,0) 
故 Alr, z; 为 9, 0) 关于 入 0, 也 是 正 齐 一 次 的 。 
(2) # = $; = py 一 0， 则 由 
— > + oy 
% 1,21 . 
知 hv 二 ty 一 0。 又 由 ó = $u + (buy + par) (Ore) 
$, — pro + ($ + pag) (|(9,c)| 2), Ri me 一 pu 一 0， 注 意 
到 $o $ K5ESCTAYAPSE, PrDL 加: = 0, $ 天 0， 因而 
Yapa? É 0,Vingpa 由 天 0， 即 省 是 一 个 算 子 位 相 函 数 。 
G) 由 上 知 . 
Ap = {Cx prape) pa = 0,po = 0, py = 0) 
49e 


= {zo83 bas be) dro Ospi = Oshiy + $s = 01 
= Aç °A, 
故 得 (2.5). 
进而 ,我 们 可 证 明 由 《2.107 所 定义 的 位 相 函 数 ArsF) 
还 是 一 个 非 退化 的 位 相通 数 ， 从 而 由 第 二 章 定理 4.1,， 4s BD Ag, 
An E T*(Q, x O,MO) 中 一 个 n: + z, 维 漫 入 子 流 形 。 
为 此 ,要 在 Vasop = 0 上 证 明 Venson (Vua) R 
性 无 关 。 这 又 只 要 证 明 当 Vooo (b t 6) 一 0 ËP Vem 
[Vosa $i + 四)] 线性 无 关 就 可 以 了 。 事实 上 ,对 于 任 一 可 微 函 
数 (xz:?)， 作 满 秩 变 换 ? >?、 在 此 变换 下 Hrs) plae, 
引 )， 从 而 


h _ 52 . dy 
9” On Or 
ar (ar) T ap d Co) 
ay (ar) = (an) mat a (o) aw 
显然 
Bg o5% 


是 同时 成 立 的 。 又 此 时 有 
ar (ar) T ar or (95) 
a a = (92) ar (52) 
由 名 Bama 至- 0 时 , Vum? 8) 与 Va. "(A H) B 
MRR. 涯 反 上 述 一般 性 的 考 赛 应用 到 我 们 的 具体 问题 , 取 
BBT (70,0), T BEET. G, 0, c)， 癌 题 就 归结 为 证 明 在 


Viseld + h) = 0 时 Venyan l Viol 十 $,)] 线性 无 关 。 
这 时 要 用 到 横 截 条 件 C4), 
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. 记 
E=T(A;,X Ap) D T(T*(Q,)x (diagT *CO,))X T*(0:)) (2.13) 
Ths) = ((8z,By1Vu,y p (z) ws Von piy) * 4)3 
u = (8238Y 80), Vray Cpo) * u .0 
T(A,) = 1(8y',8z;Ve.. C pay) ts Vorab) w) 
v = (87'382 780), Veyre $e) * 9 = 0) 
Ths X Ap) m TOCAR) X Ths,) 
T(T*(Q,) X (diagT*(0,)) x T*(0,)) 
= {C8x",8y" ,By",62" ;8,67,6%,05)} 
所 以 
E = {(8x,6y,8y,035 Ve u) ° ta Vas) ` u, 
Vo, (6xyy) ° p> — Vosa pi) ° v)su = (8z,8y,60) 
v = (8y z 80) Vinyl hio) ' £ — 0 
Voel Da) ° p = D, — Veryo py) # 
一 Vonal bae} 
记 w 二 (6x,6z,8y,69,530)， 则 上 式 中 三 个 条 件 可 改写 为 
Vinaro [( h + hol 如 一 和 
Venyan lC + Bi) w= 0 
Vaya [(di + $)y] = 0 
合并 后 即 得 
Vimyn lV inea C H p)] ° w = 0 
从 而 
dim E ~ dim{ker[ Vo, 0.9.09 Vo0n bi + Ba)]} (2.14) 
另 一 方面 , 定理 中 条 件 (2.42 表示 
dim[T (0:) x T*(9,) x T*(Q,) x T*(Q,)] 
= dim( Aç, X Aš,) + dim[ T *(Q,) X (diag T *(9,)) 
x T*(Q.)] — dim E (2.15) 
(215) 左面 一 ?mx 十 2py 十 2n, + 25, 
= 2(n, + 2n, + n,) 
《2.15) 右面 第 一 项 = (s, + n) + (zy + n.) 
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= n, + 2n, + n, 
(2.15) “右面 第 二 项 = 2n, + 2n, + 2n, 
所 以 din E = n, + n,, BI 
dimíker[Ve,, ya, Voa + a)y = n, + n, 
或 写成 
ne + ny + n, + N, + N, — ronk Yeezy Von $ó, + $2))] 
= n, + n, 
此 处 rank RREZE. 于 是 有 
rank[Vesy en Vo bi + p) = ny + N, + N 
MA Verem[Yoem( 贞 十 p] REER, MT $ EBER 
RRR. EREE. 
[012] 设 4: 是 具有 位 相 函 数 d — G — y, 0) 5 Sh 振幅 
函数 的 拟 微分 算 子 ,4: 是 具有 非 退化 算 子 的 位 相 函 数 pCy,z,o) 


与 史 振 幅 函 数 的 Fourier MYAT, p> L, d d 中 至 少 有 


一 个 是 恰当 支 的 , 则 按 定理 2.1 的 意义 4, A, 可 复合 ,复合 后 所 得 
的 Fourier 积分 算 子 Aod: 仍 具有 Lagrange 流 形 As. 
事实 上 , 只 需 验证 条 件 (2.4) 满足 。 由 于 必 , X Aç 中 的 元 素 
可 以 写成 
{(x3y7,230,0, ps— ba); z — y, be = 0) 
= [G,z,y,Z,0,8,4s,—r)5 bo — 0} 
所 以 其 切 空间 元 素 为 
{(Bx,5x,09,0%360,60, py + bysB + psa, 
一 baydy 一 prô 一 prda); deyð] + purdi 
十 poda = 0} 
记 A= T*(O,) x diagT*(0,) x T*(0,), A 的 切 空间 的 元 素 为 
CARARE AREATA LAS) 
为 使 TC(A) 与 T(A;¿ X A) 横 截 ,需要 这 两 个 线 些 空间 的 线性 和 
充满 T(T*(Q,) x TAO) x T*(Q,) x T*(Q,)). 再 注意 到 
TCAP 8.x, 8,65, at 可 以 任意 选取 ， 故 只 需 对 THO) x 
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T*(Q9,) 中 任意 的 向 最 (ay2ic:2)， 下 列 方程 组 关于 6x,67,65， 
56,6q,6.y,619 有 解 
Oy ôr = a 
ön + 280 = c 
à+ y = 
Ən + B98Y + drdi + dudo = d 
| PoydF + pardi + door 0 
于 是 ,我 们 得 知人 条 件 (2.4) WE. #& AA, 有 意义 , 而 且 由 于 
As, 229 T*(Q,) x T*(Q,) 上 的 对 角 线 《注意 Q, 与 Q, 的 维 数 相 
司 ), 所 以 4°04, 的 Lagrange 流 形 即 As. 
注 。 由 定理 2.1 的 证 明 可 知 , ó, 及 各 仅 要 求 满足 (2.4》 和 如 
下 末 件 的 非 退 化 位 相 函 数 : 
(1) Crsys8,0)€ As,s (95850,5)€ Aš, 
G) # (y; Es ac Ap, M Ooz; 5)E Ag DIE 0 BË 
t, 
现在 考虑 Fourier 812 PT S: Eu TB E S. R METE 
È Fourier 积分 算 子 与 其 伴随 算 子 的 复合 , 为 此 先 证 如 下 的 引 理 。 
引 理 21 设 ó(x,y,0) 是 非 退 化 的 位 棚 函 数 , 任 取 A 上 一 
Ñ (zoo 9+(xa ya 9); óy(zo, Yos bo))。 则 在 此 点 于 A 内 的 邻 域 
中 ,投影 喘 射 P: A T*(9,) 是 局 部 微分 同 胚 的 充 要 条 件 是 
G) n, =n; 
(2) sg ( °” H) 在 Goryo8) A 
oy poe 

证 , 先 证 必要 人 性 ,因为 A 是 n, + my 维 流 形 ，T*(.8,) 是 25, 
RRE RE A, 与 T0) 在 该 点 附近 同 胚 , 必 有 a, + 4 一 24;， 
好 as 一 ay。 

又 因 了 中 ;Cs 一 A, EARRA HE, 改 映 射 PoT 史 ;Ce-> 
TOJE Croo) 于 C。 上 的 令 域 与 (x0,50)(50 = #,C(za8,)) 
了 7*(28,) 中 邻 域 之 间 的 一 个 局 部 微分 同 厌 ,现在 此 映射 Po 了 中 是 
由 下 面 的 变换 来 实现 的 
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{Cx,9,0); go m 0} — {(z, d) po = 0) 
RR Gob) 给 出 了 C, 上 的 局 部 坐标 但 Cs 的 方程 是 po 一 0， 
BE Ces y, 8) 空间 中 可 将 ie 取 为 另 一 个 坐标 ,使 得 Ce y, 6) 
> (zy prodo) RIT (x,y,0) 空间 中 〈z Yos 60) ABRA 
的 一 个 坐标 变换 。 由 此 应 有 


€ ) I 0 0 
B(x, ps, po * 
Broder to) s pry pool 0 
GIO) fa go, é 
Pay Pao 
aas ( e we. 


充分 性 是 显然 的 .事实 上 , 若 条 人 忻 《1), 《2) 成 立 , 则 (y 
6)F> (z, ,$e) 在 该 点 是 局 部 微分 同 焉 ， 因 此 两 边 在 和 一 0 
上 的 限制 自然 也 是 同 耳 ， 再 由 T 的 局 部 微分 同 胚 性 就 可 以 导出 
A, — T*(Q,) 也 是 局 部 微分 同 胚 。 引 理 证 毕 . 

利用 上 述 引 理 ， 可 得 如 下 定理 . 

定理 2.2 设 4 为 恰当 支 的 Fourier 积分 算 子 ,对 应 的 位 相 
#(z,y,0) 是 非 退 化 的 算 子 位 相 函 数 ， 车 投影 映射 hs 一 T*(9.) 
是 微分 同 胚 映射 , 则 4*o4 和 4o4* 有 意义 , 旦 都 是 拟 微分 算 子 。 

W. 在 这 里 ,我 们 仅 讨论 4*oe4 的 情形 ,对 4oe4* 的 情形 可 
用 类 似 的 方法 证 明 。 

由 定 浊 2.1， 我 们 仅 需 验证 该 定理 中 横 截 条 件 成 立 。 

由 $C*,7,9) 是 4 的 位 相 函 数 知 一 $Y,x,9) 是 4* 的 位 要 
函数 ， 故 有 

Aat = {Cæ Y5— pCI 2 0) hy, x,0); boly, xz,0) = 0) 
A= 1GF8;4(9,z,6), 2 (7,z,0); HG28) = 0) 
此 处 o 表示 多 对 第 i 个 变量 的 导数 ，i 一 1, 2， 所 以 
T(As* x Ap) = 1(6z,8y,8y, 8;— padt 一 budy 一 padha 
Pdr 十 budy + pds Budy + Bud + $50, 
一 $ndy — $d 一 2,88), 
hudx + Hody + ov69 = 0, 


Pand + bod + Poodd == 0} 

这 里 多 表示 0(y,z,0) 中 变量 分 别 用 F Fs 6 CAM, dy 及 
$ë 分别 表示 外 及 名 对 第 i 个 和 第 ; 个 变量 求 导 。 

另 一 方面 , 流 形 T*(Q,) x (diag7*(9,)) x T*(Q,) 的 切 空 
闻 T(A)= {CBix, 6 ,8,505,6605)} 

类 似 于 上 面 的 例 2 的 讨 沦 可 知 ,为 使 了 TCA) 与 TAg x A) 
WR RER T*(Q,) x 7*(Q,》 中 任意 向 最 (a,8; c,d), 下 列 
方程 组 关于 ar, 8y, 80, F, Ož, 50, 0y, ðn 有 解 


8 十 By 一 4 
87 + 8y = b 
pudr + BuBy + pdd + Ən = e 
Budy + puð + 680 + òm = d 
esdx 十 body + Povd0 = 0 
PaBy + Pod? + Coo86 = 0 

此 方程 组 的 系数 矩阵 是 


0 1 0 0 o 1 
0 0 0 1 0 0 
pu ti de 0 0 0 
9 0 0 Šu n ĝu 
$n $a po 0 0 0 
0 0 0 ĝa $n po 


RREME KERORA RA MAET EAT, ERE 
AFERE TARRE T F ERE: 


poa pa po 9 0 0 | 


ooooprrpr 
ec ==... 


0 10 — 0 0 
$ pu ho — Bu 一 — Ga 
9 00 Ša ja ğe 
ERE 0 Ae dEiE 49 ripa, A SEE 
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pa pa Pos 
0 1 O 
Pu pu po 


的 秩 达 最 大 ,这 也 等 价 于 下 面 的 行列 式 不 为 零 : 
Po peo 
pu pu 
由 引 理 2.1， 上 式 成 立 。 因此 定理 2.1 中 横 截 条 件 得 证 ， 即 复合 
A*A 有 意义 . 
现在 再 证 明 4*。4 是 一 个 拟 微分 算 子 . Wk 4*o4 对 应 的 位 
HRP., 由 定理 2.1 
Ao = Assofy = ((z,z;—0X(y,x,0),—d(y,z,0)); 
poly,x,0) = paly, #6) = 0, 
由 (yxs6) = bly, 5,0)} 


由 引 理 2.1 有 
| BoxCy,x,0) Qa(y,z,0) 
$,(y.z,9) Q;(y,x, 8) 
因而 由 poly,x,9) = ax @y(y,z,0) — b ARERR C0) 空 
ZI Cab) SARRAR. MAER $ (y,z,6), #$,(y,z,0) 
A a, b, 考虑 方程 组 
I poly x,0) = paly,2,6) 
#@%(y,x,0) 一 由 (ya 人) 
此 非 线性 方程 组 只 有 唯一 的 解 *，9， 显 然 此 唯一 解 就 是 x 一 z, 
8 一 由 此 , 记 E= —óXry,z,0)— —Q(y,z,0), 有 
dg = {Crs z5 E, ED) . 
于 是 根据 定理 13, A*o4 可 以 表示 为 一 个 拟 微分 算 子 .定理 证 毕 ， 


=, ERAR 

上 面 给 出 了 两 个 Fourier 积分 算 子 可 以 进行 复合 的 条 件 。 并 
且 , 复 合 后 的 算 子 可 以 用 (2.6) 来 表示 。 但 是 正如 定理 2.1 证 朋 中 
所 指出 的 那样 , 《2.6) 本 身 并 不 符合 Fourier 分 布 的 表示 形式 ,从 而 
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在 应 用 上 十 分 不 方 使 ,而 《2.12) 虽然 共有 Fourier RIA AWA 
示 形 式 ,应 用 起 来 仍然 是 相当 复杂 的 .为 此 ,我 们 现在 要 对 偏 微分 
方程 理论 中 最 常见 的 几 种 特殊 情形 简化 相应 的 复合 公式 ， 以 便于 
应 用 。 在 偏 给 分 方程 理论 中 ,经 常 出 现 的 Fourier 积分 算 子 是 拟 答 
分 算 子 或 位 相 函 数 具 有 形 如 $Cz,y,0) 一 SG,0) 一 《7,6》( 见 第 
— s 42) 的 算 子 。 因此， 在 下 面 针 对 这 些 算 子 化 简 定理 2.1 
及 定理 2.2 中 给 出 的 复合 公式 。 

定理 2.3 设 8:，9,，0, 均 为 Re 中 开 集 ， > 十， XiR 4 


是 具 振幅 aC, y, 0) ESHO, x O, x R,) 的 拟 微 分 算 子 ，- 是 
具 振幅 a(y,z,o) € 52《 9,X 9,XR,) 及 非 退 化 位 相 函 数 $(y,z,0》 
的 Fourier 积分 算 子 ,a1 n 中 至 少 有 一 个 是 恰当 支 的 ， 又 存在 党 
E C。> 09, 使 在 0, x 0, x RAO 上 有 不 等 式 
ay， z, 0)| = Cole| (2.16) 

成 立 , 则 ASA, 可 定义 为 如 下 形式 的 Fourier 积分 算 子 

Cho4De(a = Gy" Sietas) izde (217) 
其 中 a(z,z,o) € Sht=(Q, x O, x Re)， 且 有 如 下 渐 近 展开 

a(xrzs0) ~ Ga)" 2) È DII(83⁄(z,y,0)) 


X aXy,z,o)eñG9],_. aaa ua) (2.18) 
mi (2.18) 中 
A(z,y,z,o) = $(y;z,o) — plzz) 
— (y 一 z)er(xszyo) (2.19) 


证 ,由 条 件 2.16, 按 定理 2.1 的 注 和 那里 的 例 2 知 404: 是 
一 个 Fourier 积分 算 子 ,本 定理 的 要 点 在 于 当 条 件 〈2.16) 满足 时 
可 得 Aod: 的 简单 表示 式 (2.17)。 在 以 下 的 证 明 中 ,我 们 将 多 次 
利用 截断 函数 ， 从 所 考 赛 的 积分 中 分 划 出 光滑 算 子 ， 而 寻求 剩余 
间 分 的 振幅 的 表示 式 。 至 于 已 被 分 划 由 的 光滑 算 子 ,由 第 一 章 54 
草山 3 可知， 它们 能 写成 具 任 意 位 相 函 数 ， 并 且 振 幅 为 5 类 函 
RR Fourier 积分 算 子 ， 从 而 不 影响 定理 结论 .以 下 记 Ao) 为 
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一 cz REEE lol > ! 时 便 为 办 ,而 在 lo| < È MESE L 
设 K.C0,, KCO, 均 是 紧 子 集 ， 


因为 A, R A; 是 恰当 支 的 ， 
H {(z,ysx)3zeKseRKa (z,y) € supp Ais (y,z) € supp 4a} 是 
紧 集 ,将 AoA 表示 为 
CAe4)aGa) = (2m "erma sy,0) 


x [| taona ys 2, Jula Jdzda| dya0 


= (2 wyr feinen Dax,y,0) 


X aY 2,0)ulz)dzdodydð (2.20) 
右 端 关于 y 的 积分 区 域 是 紧 的 ， 从 而 关于 变量 y 可 利用 分 部 积分 
技巧 ,整个 积分 按 振 荡 积 分 意义 存在 
取 
=s les (9,250)| = 
Gp T] E= gc 
LJ (E) 将 (2.207 分 解 为 


a | estesa b ( 


) udzdodydð 
s 


+ (=) ef “estesa, (1 一 由 ( 


= > ) ndzdadyd8 


项 积分 ， 可 以 先 借助 


一 1 一 
ao galt iot T 2 
+ lo} > ba; Beo 
再 借助 
一 十; > (一 
+ 1282 


yi) 


并 利用 分 部 积分 技巧 进行 化 约 ， 从 而 可 以 将 它 写成 为 
| =G, )uGa)28 
的 形式 ,其 中 K(z,z) € C>(9, x 2.)， 故 由 它 所 表示 的 算 子 是 光 
滑 算 子 , 在 我 们 计算 40A: 时 不 予 考虑 , 于 是 下 面 我 们 不 妨 假定 
(2.20) 中 a 的 支 集 就 在 |z— y| 魏 昌 中 ,在 此 假定 下 ,将 《〈2.20) 
CAsAa)u(#) = (2 Da a [esse fama,0) 


X oDC ,530) aya9 |a( <)azao 
令 
alz,z,0) = ferenn mtr sy,0) 
X a,(y,z,o)dya0 (2.21) 
即 得 (2.17) 的 表示 形式 , 今 需 计 算 (2.21) 
2. 用 o (26 Gos) 对 上 式 进行 分 解 , 式 中 h 表示 
多 对 其 第 一 个 变量 的 导数 ， 我 们 要 指出 
L= f Ennon gga — q)dy40 
是 一 个 C” 函数 。 为 此 , 引信 变量 替换 
y = y— r, 0, =0 fao +(x — y),z,o)d: (2.22) 


a SORA 一 1 这 是 一 个 满 了 变换, 在 此 变换 下 ， 


(x — 9,0) + bly z, c) — prozo) 
= G — 7,0) 一 一 人 久生》 
R= 人 aa — #)dy,a8, (2.23) 
由 于 截断 函数 由 的 影响 , 在 积分 L, 中 可 以 认为 


20 — bts250)) > 1 
Colol ”2 
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8 一 由 (cszso) > lol 


ll > 10 — Go) — P 180.) 
— $ + (z — y), o)| de 
>J] — la oh Dol 
> Gol — e+ sgl idal / lella] 
> el 
8 
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-5o 
a= Ta on 
以 及 分 部 积分 按 巧 将 它 化 成 
feon aa — 6184546, 


(2.24) 


注意 到 《1 一 0) PRE n EE, i L, 算 子 只 对 as a 作用 , 当 它 
作用 于 a 时 ,产生 因子 《1 + laee, WERIT my 时 , 产生 因子 
Q+ loj) e. ZRI L 的 系数 性 质 ， 可 知 每 进行 一 次 L 运 


算 ; 在 估计 被 积 函数 增长 性 时 可 乘 以 一 因子 
G + |6,D2G + lol + [8.172 


(2.25) 


由 于 在 我 们 所 考虑 的 积分 范围 内 ，|8| > Soje alalla + 


lal 等 价 。 故 (2.25) 又 可 估计 为 
c(1 + |B} + lal) + cl 十 18 
— c( + |8,| + Jal) 


PAH k EDAR RIRI (2.24) eik, 而且 其 值 对 任意 的 N. 
可 用 C + je it. HIH 所 引起 的 对 ASA; 的 影响 


只 是 一 个 C" 算 子 。 
3. 在 考虑 


* 120. 


| POLAE EP (2 E=) oa 
Cela] 


时 ,再 用 gile 一 了 1o13》 对 其 进行 分 解 , 记 


人 


x (t — Cle — yi ioè) ayaa 
由 于 在 积分 范围 中 ， 
2|(08—$ x950)) _ i> L 
cl <l, j=l] > 3 


所 以 
l| — yt <2lo[š 


18) < Clo + [rss 0) 
=< €'|a| 
18] > |ë (x,z,e)| — |8 — $K<z,z,c)| 
> Cola) — le! 
= Stal 
从 而 ,对 二 又 可 代 助 于 算 子 


L,= 


= au 


与 分 部 积分 技巧 说 明 由 它 所 引起 的 对 4,° 4, DEMURE- 
RAT. 
4. 最 终 剩 下 要 考察 的 积分 是 


L= | EErEE eD gi (e 一 22:20) 
Cofol 


X gC le — yl lolt jayde 
w 
A(z,y,.z,o) 一 bys230) — $(z,z,o) — (y — x) pl zsz, 0) 
以 及 
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ba ,72300) 一 a(z,y,0)a((y,z, oh = = 


X gle — y| folt) 
SIK 1, 表示 为 


= rr me y sysz.0,2)dy40 (2.26) 


我 们 要 利用 稳定 位 相 法 给 出 lef ~> co 时 L(z,z,z) 的 渐 近 估计 
A. 为 此 , E z 为 to, 并 在 (2.26) 右 端 积分 中 将 9 ERR 6, 就 
有 ， 


FEKxyzsio) = e| EEI OEOD EMEC xy ,z (Ü tedy dO 


与 第 一 章 的 定理 5.2 相 比较 ,该 定理 中 的 “ 即 〈z, z, c)， 定 理 中 
的 =* 即 )， 位 相 f 即 Ge — y, 0— d (z, z, o), Bš z BH 
teb, TEE 的 临界 点 有 

f” —8 + hlr) = 0, p= z—y= 0 
BI y= z, 8 = àX(z,z,c). X.— t EBE 


fe 加 0 一 ! 
2 一 (人 w) Er) 
从 而 |det91 一 1，sgn9 一 0 .为 应 用 第 一 章 定理 5.3 及 其 后 的 注 


2, 我 们 需 验证 该 章 的 《5.10). 
车 以 95 作用 于 g eb, 


S= Sy (Z) 


"ansa 


对 于 Obey s23t0,10) Hi Ct O mte- 型 的 估计 (m 一 各 十 可) 
从 而 只 需 讨 论 88(c2) 即 可 ,为 简化 记号 起 见 ， 以 下 仍 记 of 为 a， 
并 在 不 至 引起 混淆 时 记 8, 为 9, 注意 到 链 式 法 则 
Oer) = DOAKOA) (sh Jeh 
这 里 等 式 右边 和 式 的 各 项 中 s< jals Dila] 一 Ja], BHF 
iaj 
Myyzsa) 的 导数 有 
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|8,A(z=,y,z,e)| = |p s230) 一 加 (zsso) 
< [y — x]sup([#$n1/1c12) lo 
< Gly — z| le] 
在 1; 的 积分 范围 内 成 立 
l=— llei <1, 101 > “ci 
所 以 
[Bxsy sz) < c.|e| 3 < clə|š 


又 对 于 的 高 于 二 阶 的 导数 ,也 容易 由 lol < Žo 导出 


165(zsyyxsc)| SCI0l, lel >2 
因此 可 得 


la 
$ 


jageren) < C]e] 
[agen] < Ct Fet 

于 是 第 一 章 的 条 件 (5.10) 对 于 ca 来 说 是 满 评 的 ,条 件 G12 

和 (5.13) 也 显然 满足 ,从 而 我 们 可 用 第 一 章 定理 5.3 得 到 积分 /的 

渐 近 展 开 式 


L~ > aji 
式 中 
co 
X Cele (ry 10 10)) lorn . 
注意 到 
了 (070,60) = Xp. 
而 函数 


WE 一 下 le， a(z) 


olal 
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在 临界 点 附近 恒 为 1, 故 有 
= Wx 1 
L(z,zsto) ~ > G =Y = (> Drda) 


X erway 0 a y, z, to)) 


=r 
让 到 oo 


(zao) ~ Gay D) È DIGba(z,y,0)) 


X aY azs 0)) esen] Sh 
= fz (zs mom) 


采用 与 第 一 章 55 对 ox(*,5) 渐 近 展开 同样 的 分 析 , 可 知 此 式 不 
仅 按 普通 函数 渐 近 展开 意义 成 立 ,而 且 按 第 一 章 定 义 2.6 的 意义 成 
立 ， 再 结合 前 面 对 L, hs L 的 分 析 ， 即 知 〈2.18) 成 立 。 定 理 
2.3 证 毕 。 

推论 21 tA 是 具象 征 cz,6)e Sh(Q, x R.) KWALE 
的 拟 微分 算 子 ,4; 是 位 丰 为 bzryz;6) = S(z,0) — (2:8), 振幅 
35 a(z,0) € SPCQ, X R,) 的 Fourier 积分 算 子 , 且 5:o(x,0) 满 秩 。 
又 设 K 为 O, 的 紧 集 , 则 在 K 上 

ZONOS C O (227) 

其 中 (za) € SHAO, x Ra) HAWTFIERRR 


Çara) ~ D) E Bjala SLE VYD LaK 09e] yue 


~a [z s.Ga,a))a, (xa) + DosaesscCes0)) 


X Daar, 0) + PA 8 和 oai(rySs(csa)) 
X a(z,c)81,S(zyo) 十 … (2.28) 
其 中 未 写 出 的 部 分 属于 Satano, 又 
A(z,y,o) = S(y,c) — SCx90) — (y — 1)S:(x,0) (2.29) 
证 , 设 
@(y,z,o) = Sys0) 一 《zsa) 
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$y,830) = S90) 


SF,0) = S90) -os C#0 
SY) 一 SoY 0) + a 
HERE SC) 满 秩 时 5,(y,a) > 0 H o ERBER. 5 
到 KK 有 界 , 所 以 在 K 上 有 
|#xO,z,o)| = |S,(y,o)| = Colcl (2.30) 
《2.30) 表 明 满足 定理 2.3 条 件 , 于 是 根据 此 定理 ，44°4; 是 一 
个 Fourier 积分 算 子 , 它 具 有 形式 (2.27), HRH 
aÇxsa) € SH (O, x Ra) 
而 (2.29) 即 是 定理 2.3 中 《2.19)。 注 意 到 a, 5 y 无 关 ， 
Dik|,- = 0, |a| <1 
于 是 根据 (2.18) 式 可 以 得 到 《2.28)， 推 论证 毕 。 
作为 推论 2.1 的 特例 , 我 们 易 得 
推论 2.2 若 Ao A, 均 为 9, 上 的 拟 微分 算 子 ,它们 至 少 有 
一 个 是 恰当 支 的 。 而 象征 分 别 是 ¿Ga 0)€ Sh, akas 0) E St 
ASA; 和 AA 均 是 所 微分 算 子 。 A41041 的 象征 a(z,0) € Spt, 
且 有 如 下 渐 近 展 式 


a(z,0) ~ 51 z Bgai(x,0)Dsas(#,0) 《2.31) 


4ao4 的 象征 可 类 似 推 知 ， 
定理 24 A ERRERA Hars y, 9) 一 s(z,0) — G, 
8), 振幅 为 aCx, 0) ESAO, x R,) 的 Fourier 积分 算 子 ， 此 处 


Sne(z,6) 满 秩 ,o > L. 又 设 4 是 象征 为 4x,9)€ SHCA, X R,) 

的 恰当 支 拟 微分 算 子 , 则 464, 是 如 下 的 Fourier 积分 算 子 
A1242)u(x) = G)" OON (2.32) 

其 中 azsa)e SGrte(G。 x R.) BERERA 

a) 22 [akss0 + ne yeo + [Daso 


.1350 


~ a(z,c)aXS,(z,z), o) 


+ Dalo) * Dya Y s€ )| yasat) 
j=1 


1 "i 
+ r: az,o) DIDS s0) lyoss 
ña 


X DaS) + --- (2.33) 
其 中 末 写 出 部 分 属于 3S2+m op 0。 
A(z,o,n) = S(z,z + n) — Sesa) — Skra) ° n (2.34) 
证 .与 定理 2.1 后 面 的 例 2 相仿 ,容易 验证 定理 2.1 的 条 件 满 
足 , 从 而 404: 有 定义 且 是 一 个 Fourier 积分 算 子 。 
设 g= (Ya — 0) — [S(z,z) — S(z,0)1 


(Aeda) = @a)"*| e-emaCe,8) 
x je af eia CY, o)0(c)dc |aya0 
= gayeso 
x k 2y ra Ce 8)aCy,o)2y26 ]xoze 
& 0 =c +n 有 
aleo) = Qaf ¿az ,0)aKy,a) dyd8 
一 (2 af ETEO eis Get -Stee 
X axso + n)a,(y ,c)dydn (2.35) 
R aJe) 当 lel <E i gml, lol >1 i g= 
0, 利用 we|- 扫 ) 将 (2.35) 进行 分 解 , 先 考虑 
Ga 人 ee — Ə(le|-30)1eCe,o + maY, oaydn 


ATES lella] > 借助 于 算 子 
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m Sp 
Le TE AO, 


利用 分 部 积分 技巧 可 知 此 积分 eso, x Re)， 于 是 只 要 沽 察 
如 下 积分 
1 = (2a "fe gC lol “ha + nay oaydn (2.36) 
注意 8 一 一 人 — S.(z,o), n) + Reon) lË 
Blzsy sosy) = Pp laf inalo + n)aXysa) 


则 有 
了 Go [eves RE 


对 此 积分 使 用 稳定 位 相 法 ， 此 时 位 相 函 数 是 @ 一 — (y 一 S, (rs 
5),n》， 其 关于 y, 7 的 临界 点 是 》 一 So(z,a)， 卫 一 0。 锡 的 二 


阶 导数 所 构成 的 和 阵 9 为 【一 小 故 lapl = 1, sng 一 


由 — (976,..8,,) 所 决定 的 微分 算 子 为 > D,,8,,, Fit 
657,nb(xys105 徊 ) 关 于 :的 增长 阶 ,注意 到 
[8year] 一 [eeth] < Cily | 
由 于 在 由 的 支 集中 Iof tlm] < 1, #& rll Ajeji Ai 
|8, eee] < C 全 lcl#， 再 应 用 定理 2.3 末尾 一 段 同样 分 析 可 
知 ,对 任意 c, 有 


. Jai dal 
[agera | < C lol z 
从 而 可 知 对 任意 有 
6842(eaystasta) < Cheurmrilorm 
所 以 第 一 章 中 的 条 件 (5.3) 满足 ， 注 意 到 当 z, o 在 一 有 界 集中 变 
化 时 ,让 a; 为 恰当 支 的 以 及 由 的 作法 积分 了 实际 上 仅 在 有 界 域内 
半 行 ,所 以 由 第 -一 章 的 定理 5.3 得 
152 =(> k] Gy, tm) gag (237) 


fzo Íl 
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1~ D È aaa + m) haD 0) hussie 
这 就 是 所 需要 证 明 的 ， 定 理 证 毕 。 
下 面 讨论 一 个 Fourier 积分 算 子 与 另 一 个 共 辑 Fourier 积分 
算 子 的 复合 公式 ,我 们 还 是 限定 所 考虑 的 Fourier 积分 算 子 是 第 一 
章 54 例 2 中 所 讨论 的 那 种 形式 ， 并 假设 它们 都 是 答 当 支 的 。 设 


Aul) = (2 "Jenne,0 )8(0)a0 (2.38) 


Aml) = (2 ce x,0)6(8)40 (2.39) 


其 中 a € SACA, X R,), a € SP(: X R,), p> 1, Sae 38 
秩 , 于 是 
A¥u(x) = Gy] eit st sasa0 (2.40) 


A¥u(x) = Qy" a TO (241) 


定理 25 设 As A A0 LRT IT O, hEN A ro 取 
9834 037454 QCQ:。 有 如 下 两 个 结论 
G) AAF E 0, 内 是 如 下 形式 的 所 微分 算 子 : 
(AAF ME) = (2a) eels ssn el 2)ardy 
Va € C2(9.) (2.42) 
其 中 振幅 ¿Ce,zon) stm B. 
E E | >| (2.43) 


6Ge,ssn) 是 a = |i Se + xz 一 2),9)ar JBE. 
从 而 根据 第 一 章 $ 5 ERRER, a 对 应 的 主 象征 
akxa) = a(xz,É(z,n))a(z,É(z,n)3S,d t 
其 中 多 rz) = Olesea) ames Srg] 一 det(S,.). 
(2) Ařodi 在 Q, 内 的 如 下 形式 的 拟 微分 算 子 


了 


CAS AD)u(z) = CO COLO 
Vu(x) € Ce(0,) (2.44) 
其 中 象征 Alre) E Syta, B. 


bx,0) = (2 ofertyrso en 


X a,(y, o + ay,0)dndy (2.45) 


客 的 主 象征 brs o) = aCy o) aXy,c)|S,,Cy,a)] raren 
di y = y(z,a) È z = 5,(y,a) 的 反 函 数 。 

证 。 本 定理 的 证 明 的 基本 技巧 与 定理 2.3,2.4 相似 ,所 以 我 们 
仅 给 出 证 明 的 梗概 如 下 : 

Q) 由 (2.41)， 

VDOR 人 ea 55Ju(z)azs 
代入 (2.38), 有 
(AAC) = Gay s| em sta Ce,0) 
X mle, )ul edzd 

把 

s(z,0) — SCs,0) < (z — =, | Se + (z — #),0)d 
代 人 上 式 ， 注 意 到 1S:e(*,8)| = 0， 从 而 由 第 一 章 定理 5.3 可 
得 (2.42) 与 《2.43)。 

(2) 考察 Afon ibit 


(Afoa ula) = Cn)" ser 78) 


x| Gayo fesomay, oaaao] 
Xx dydo Wale) € CICA) 


£ 0=c +x 有 
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(dt#o4)w(z) = (2) OZOD ON (2.46) 
其 中 


blza) = (2 "jeer 


X oy, z + n)aX(y,s)dydn (2.47) 


g = (xan) — (S(yso + n) — S(y,o)) 
g 一 一 [so + t)ar] -7 


由 在 O, 上 |S.(z,0)| = 0， 故 再 由 5 关于 9 的 正章 一 次 性 ,只 
a 取得 适当 小 , 定 存在 C > 0, 使 在 O, x (RA\{0}) x (RA{0D) 
上 有 


Cal <lo! < Cll 
于 是 用 &《lo[- 疡 ) 对 上 述 积 分 《2.47》 进 行 分 解 后 ,类 似 于 
上 面 定理 中 的 处 理 可 知 ,只 要 考察 如 下 积分 

r= e e lol Ma F ney sr)aydn ` 
改写 g p + A, 其 中 z = (z — S/(y,c),ny, h = (Sy, o), 
a) — [S(yse + n) — S(y,o)], 并 令 5 一 ebia WE 
I= (aceaayan 

注意 到 品 关 于， 站 的 临界 点 有 n= 0, £= S,(y, z), Hú EBE 
8, = — Sy 满 秩 , 就 可 用 第 一 章 定理 5.3 得 到 了 的 渐 近 展开 式 、 
以 及 得 到 Aod: 的 主 象征 为 h。。 定 理 证 毕 . 


$3. Fourier 积分 算 子 的 H Eg tE 


一 、Fourier 积分 算 子 的 阶 


定义 3.1 对 于 Fourier 积分 算 子 A:C2(Q,) — @'(Q,), W 
它 的 振幅 a(z,y,9)€ So Or, 2， 分别 是 R", R" or. 又 
BEUKI 


设 位 相 变 量 个 数 为 N， 则 定义 4 的 阶 zm 为 


N __ n; + n. 
= a + = a, 3.1) 
m=p C 


定理 3.1 对 于 Fourier 积分 算 子 4 
Aux) = | eee, y 0ya(y)4ya8 

j m kk tz 9 B 88 , MJ 

G) 当 4 用 不 同 振幅 及 位 相 表 示 时 , 阶 数 m 不 变 。 

(2) 两 个 Fourier 积分 算 子 A 4, 的 复合 Aod: 的 阶 等 于 
A. A, 两 老 阶 数 之 和 ， 

证 . (1) 由 定理 1.1， 当 位 相 变 量 个 数 由 N 变 为 舟 时 ,相应 
的 振幅 的 次 数 由 产 变 为 fs 


E=. + (Ñ) 


即 
E+ +Ñ = x+ + N 
而 且 在 这 些 变换 中 ，#=，wy 保持 不 变 , 故 阶 数 也 保持 不 变 。 
Q) 由 定理 2.1 知 , 若 

#930) € SACO, x 0, X Ru.) 

aX(y,zso) € SP(Q, x Q, X Ry,) 

ACR, QCR», Q,CR” 
M] Aod: 的 振幅 a(z, z, w) E Spt, x Q, X Ry), N = 
NEN +n TER Aod: 的 阶 数 m 有 

m m (m + a m) — T +N n) 


itn) 
1 1 
[a + 7™ + Ga, + na)] 
+ [a + LN,— E C + na)] 
2 4 
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= m + m; 

ESEE. 

注 。 当 4 是 拟 微 分 算 子 时 ,x#; 一 一 N,， H (3.1), 有 m= 
a, HETI, 由 (3.1) 所 定义 的 Fourier 积分 算 子 的 阶 数 是 拟 微 
分 算 子 阶 的 概念 的 推广 并 且 由 (3.1) 及 上 述 定理 3.1， 在 Fourier 
积分 算 子 理论 中 , 阶 数 的 概念 不 仅 与 振幅 的 次 数 有 关 , 而 且 还 与 位 
相 变 量 的 个 数 及 所 考虑 区 域 的 维 数 有 关 。 这 种 现象 在 限于 对 拟 微 
分 算 子 的 讨论 中 不 会 遇 到 。 


=. Fourier 积分 算 子 的 H 连续 性 


在 第 一 章 中 ,我 们 已 经 证 明了 在 一 定 条 件 下 Pourier RIF 
E CKO) > (DOY 的 线 全 连续 呐 射 。 现 在 我 们 来 讨论 它 
撤 正 意义 下 的 连续 外 
大 家 知道 ,利用 所 微分 牌子 人 有 
Naa) = (2a EDC + E PŽ AE 
可 以 把 证 明 Hr 连续 性 化 为 证 明 12 连续 性 ,因此 本 节 仅 证 明 L E 
Bi. 
记 
了 (8 = {u58 € @'(Q.),llosl| < ©, Yp € C2(9,)) 
LL, (0. 一 luu € L2(O,) B suppu 为 合 于 0 中 的 紧 集 } 
引 理 3.1 设 4 是 9- 上 零 阶 (1,07 型 的 从 当 支 的 所 微分 算 子 ， 
则 对 O, 中 任 一 紧 集 ,存在 常数 Cx > 0, 使 对 任意 we C2(KD, 
Isl < Cxiu] G2) 
其 中 小 ,表示 L0) 范 数 . 
证 , FAREMA ARMES AT TERE 
a(r, E) € S (Q, X Ra), 


使 4 表示 为 
(G) = Cm [ee Ea G3) 
由 于 4 是 恰当 支 的 , HRR K, FERR KCA, tExHE— 
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s€ C2(K), 有 supp (Au) C K, 取 JG) ECI) BER E 


=, 于 是 有 
Aula) 一 COGOLLO 
因为 f(x)a(*,5) 关于 x 有 紧 支 集 , 所 以 
hef Keal, Deca | 


~ [e ppstee=>)ae| 


Jep: [fCx)alx,E)] de 

<c, 
对 所 有 满足 [a| < N 的 指标 6% 均 作 出 上 述 估 计 , 然后 加 起 来 ,就 
可 知 对 任意 N, 存在 Cx 使 


ey ee a| < CnC + a Ga) 
于 是 ,对 任意 wE CFCK), v ECK) 有 
Kaus y| = [Ga [fo aes era aar 
-|| [J sDeenas]acs)as| 
<|e-J| [aKa — £» salace] 


其 中 fala — EE) 表示 将 jz)a (z, E) 关于 x fE Fourier 变换 ， 
并 把 对 偶 变 扩 取 4 一 上 时 的 值 ,把 (3.4) 代 人 上 式 右面 , 有 


Kåuo)| < cxfff ioaea + Ia — sl)-*lasan] 
< cjieopa 十 [a 一 | Dagen | 


. [ffa aE asan] 
改 当 六 充分 大 时 有 


|KAs,2| < Cyllal 2 
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P Parseva] 等 式 , 即 得 

Kauso) < Cklal + loll 
这 就 表示 

[i lepar < cxlall 


引 理 证 毕 ， 

E. 这 个 引 理 实际 上 证 明了 恰当 支 拟 微分 算 子 4 是 Lim -> 
Limp 的 线性 连续 算 子 ,车 4 不 是 恰当 支 时 , 上 述 证 明 恰 说 明了 拟 
微分 算 子 4 是 LL. -> Lis 的 线性 连续 算 子 , 这 就 是 通常 所 说 的 
工 连续 性 ; 由 此 就 可 以 立即 得 到 H: 连续 性 , 但 是 , 这 里 仅 证 明了 
4 是 (1,0) 类 型 的 零 阶 扑 微 分 算 子 时 的 L 连续 性 , 当 4 是 《p,6) 
类 型 算 子 (e> aD>0) 时 ， 也 有 同样 的 结论 ， 其 证 明 见 [201, 
[261. 

利用 上 面 引 再, 可 以 证 明 Fourier 积分 算 子 的 L 连续 性 

定理 3.2 设 4 是 零 阶 恰当 支 的 Fourier 积分 算 子 , X Bk $ 
de —> T*(9,) 是 局 部 微分 网 胚 , WAE Limka) — Lk, (O. 
的 连续 映射 ,也 是 Liw(9,) 一 Li.(9.) 的 连续 映射 。 

证 . 由 定理 2.2 知 , 4*o4 存在 ， 且 由 定理 2.1 知 它 为 零 阶 所 
微分 算 子 , 改 由 拟 微分 筑 子 的 连续 性 知 

MA*oAd)sl < cilul weC2(K) 


从 而 
Nau = (Au, Au) = ((4*0A Jusu) 
< Kate As] : lell < Clll? 

又 由 于 4 是 恰当 支 的 , 当 suppu 为 紧 集 时 、supp du WER 
集 , RERRTA Limp > Lion 的 连续 算 子 , 同样 可 知 , 4 是 
Lk — Lix 的 连续 算 子 。 定 理 证 毕 . 

推论 3.1 若 4 为 sw 阶 恰当 支 的 Fourier 积分 算 子 , 它 还 满足 
定理 3.2 中 所 有 其 它 条 件 ， 则 4 是 HARCO) > Him) 及 
HRAC) -> Hix(.0:》 的 线性 连续 算 子 。 

证 . 不 失 一 般 性 可 认为 * 一 0， 取 9 为 —m 阶 恰当 支 的 本 网 


sls 


型 所 微分 算 子 , 则 420 FE, 且 为 从 当 支 的 零 阶 Fourier RHA 
F 400 还 满足 定理 3.2 的 条 件 , 记 O “为 2 的 拟 基 本 解 且 也 取 
它 为 恰当 支 的 , 则 有 Q 30 一 了 十 只 ， 这 里 尺 为 光滑 算 子 , 它 也 是 
恰当 支 的 ,由 此 即 可 导出 

laal < 400s) + fi4Ral < c,C|lo ell + el 

< clll, 

推论 证 毕 . 

E. 象 对 拟 微 分 算 子 那样 , 若 4 不 是 恰当 支 的 ,但 仍 保持 定理 
3.2 中 其 它 条 件 , 则 可 以 类 似 地 证 明 4 是 EEC9,) — HI, (Q,) 的 
线性 连续 算 子 ， 

另外 ,着 把 定理 3.2 中 hs — 7T*(0.} 为 局 部 微分 同 胚 的 条 件 
去 掉 , 则 还 可 以 得 到 下 面 更 为 一 般 的 结论 . 

记 各 = rank (DP,)—dimO,, k, = rank (DP,) — dimQ,, 其 
中 Peo P, 分 别 是 投影 喘 射 A,— T0.) 和 A — T*CQ,), 而 
DP., DP, BÈ P. 和 P, 所 导出 的 切 映 射 ， 设 ko k, 都 大 于 某 一 
Bk 则 有 如 下 定理 成 立 。 

定理 3.3 若 4 为 we 阶 恰当 变 的 Fourier BYAT, 风 当 


mEn n) 


B, 426 Limp l Qy) —> LZ, (9. 应 及 Liel Qy) —> Li CO.) RIR 
HERAT. 

定理 3.3 的 证 明 可 参见 [8], 注意 到 当 A 一 T*(2.) HRE 
B, nam ny = n, B k — 2n, W| 3.2 BJl 36 5 ZE 3.3 的 特殊 
情形 。 
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第 四 党 “Fourier 积分 算 子 的 应 用 


本 章 介绍 Fourier 积分 算 子 理论 的 应 用 。 第 一 节 介绍 拟 微分 
算 子 的 微 局 部 化 简 及 作为 其 基础 的 典 则 变换 ， 第 二 节 介 绍 Cauchy 
问题 的 氢 基本 解 及 其 近似 解 ,其 中 也 介绍 了 几何 光学 方法 ,这 个 方 
法 实际 上 包含 了 引信 ”Fourier 积分 算 子 的 一 些 原始 想法 ， 且 至 今 
在 Fourier 积分 算 子 的 应 用 中 还 常 被 用 到 。 第 三 节 讨论 偏 微分 方 
程 解 的 奇 性 分 析 问题 。 以 上 这 些 讨 论 主要 都 是 对 具 实 主 象征 的 主 
型 算 子 进行 的 。 

有 关 Fourier 积分 算 子 理论 应 用 的 内 容 十 分 丰富 ,即使 仅 限于 
在 偏 微分 方程 方面 的 应 用 也 是 如 此 .由 于 本 书 篇 幅 所 限 ， 我 们 不 
准备 涉及 更 多 ， 在 此 特别 值得 一 提 的 是 在 伪 微 分 方程 可 解 性 理论 
方面 的 应 用 ,例如 ,读者 可 参阅 [3],，[9], [18] 以 了 解 这 方面 的 进 
展 。 


51. 拟 微分 算 子 的 微 局 部 化 简 


在 偏 微分 方程 经 典 理论 中 ， 往 往 通过 自 变量 的 变换 对 方程 进 
行 化 简 。 通 过 化 简 , 可 以 把 待 研 究 的 像 微分 方程 分 成 若干 种 类 型 ， 
然后 各 取 其 典型 进行 研究 。 这 种 做 法 ,对 于 二 阶 线性 仿 微 分 方程 ， 
特别 对 于 两 个 自 变量 的 情形 ， 最 为 有 效 。 但 是 ， 当 自 变 量 个 数 增 
多 ,尤其 是 当 考 虑 一 般 的 高 阶 方程 时 ,这 种 化 简 方法 的 作用 就 十 分 
有 限 ，Fourier 积分 算 子 理论 可 提供 我 们 一 种 新 的 化 简 方 法 ,这 就 
是 在 余 切 从 上 进行 徽 局 部 的 化 简 ， 根 据 这 种 化 简 方法 我 们 可 以 从 
一 个 内 新 的 观点 对 偏 微 分 方程 进行 分 类 并 加 以 研究 ， 本 节 中 我 们 
将 以 主 型 拟 微分 算 子 的 化 简 为 例 介绍 这 一 方法 。 为 此 ， 先 介绍 与 
此 有 密切 关 条 的 典 则 变换 。 
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一 、 典 则 变换 
ERLI 设 品 是 一 个 给 定 的 微分 流 形 ，f 和 z 是 在 7*(Q) 
上 给 定 的 两 个 C= RR. 则 可 以 定义 另 一 个 在 T%9) LR e> BB 
# {f,8}， 其 局 部 坐标 表示 为 
2,6) = Y (L Bg _ BE Bg 11) 
Use, — 22 (3E SE — E 2) 《 
Le) 称 为 函数 f Ru g BJ Poisson 括号 . 
在 此 首先 需要 说 明 的 是 按 (1,1) 定 义 的 Poison 括号 是 与 坐标 
无 关 的 .事实 上 , 若 在 2 的 菜 开 集 上 存在 两 组 局 部 坐标 (co …， 
z) 与 (zf 地) 相应 地 ， 得 到 TCO) 上 的 局 部 坐标 (zx -， 
tesis Ea) 5 (i ttiki" ED WIRATA (MRZI) 
#= zç, p= (E fe (12) 


于 是 


8 „fêr 0 8 Br a 
Bx (55) 8” Ə (的 3 
RA OD 的 右边 , 即 得 _ 
— SA (3i. de _ Əl, dg 
the) > (s Bx x ae) 

这 就 是 所 需要 的 。 

根据 (1.1), 很 容易 得 到 {f,f} = 0,{f,8} 一 一 {8,f}, 并 且 ， 
MRE Vast 是 了 关于 o EWER J= (” Q ), 其 中 表示 
# X n Bñ br BEBE, 则 《1.1) 可 以 写成 

Me) = (Vaf) J Vee) (1.3) 

对 于 fe C“(T*(9)), 还 可 以 定义 余 切 从 上 的 -一 个 向 量 场 ,其 

局 部 坐标 表示 为 


A/a 6 3) 
H= D, (2L Š 2 2 14 
’ 2: (3 8m Be aE) 04 
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与 前 相仿 ， 容 易 证 明 H, 与 坐标 无 关 。 我 们 称 它 为 由 函数 J 
所 产生 的 Hamilton 向 量 场 ， 简 称 为 Hamilton 场 。 
显然 ,利用 Hamilton 场 可 以 得 到 Poison 插 号 另 一 表示 : {f> 
gl = Hig. 
定义 1.2 Htr 是 从 余 切 从 7*(0,) 到 余 切 从 T*(Q,) 上 的 
微分 向 路 。 在 局 部 坐标 下 , r 表示 为 
I= IGE), a= (=) (1.5) 
若 对 T*(Q,) 上 任意 fag E CT*(0,)), EE 
MOn) = {OCE ) CEE) OCE) CED eE) 
(1.6) 
则 称 = 是 7*(9.) 到 T*(Q,) 的 一 个 典 则 变换 . 
简 言 之 ,类 则 变换 是 余 切 从 上 保持 Poison 括号 不 变 的 微分 同 


B. 
(1.6) X PIPER 
ieia) = (z*f,z*g)(z,8) (1.7) 
或 


Voa PR Vom) = Vas HV) Ga) 
由 于 《1.1) 与 (1.4) 实际 上 并 不 依赖 于 局 部 坐标 的 选取 ,所 以 
下 面 我 们 在 证 明 有 关 典 则 变换 的 性 质 时 ， 只 需要 对 一 个 局 部 坐标 
表示 讨论 就 够 了 ,并 且 为 方便 起 见 , 不 妨 认 为 , 涉及 的 余 切 从 局 部 
地 也 已 经 是 局 部 坐标 化 了 的 . 
定理 1.1 变换 (1.5) 为 典 则 变换 的 充 要 条 件 是 
{yx,8), Kx 人 一 0 
人 az 5)KzsE) = 0 G9) 
{n(xs8), As5)} = 6 
此 处 55 为 Kronecker 符号 . 
证 。 对 任意 ysn) E c@(T*(9,)), 有 
k. 一 (Oan). Vot 
Bh (1.8), z 是 典 则 变换 等 价 于 下 式 成 立 : 
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CVomt) T+ Cog) 7: 
_: ay 
=' (Vof): (Bn). J- (gn. (Vomg) 
HF fo g 的 任意 性 ,上 式 等 价 于 
alym) CER 
(EB) ‘(SR) -1 
此 式 就 是 (1.9) 的 矩阵 形式 。 定理 证 毕 . 
定理 1.2 从 余 切 从 7T*(0.) 到 了 T*(9，,) 的 变换 了 是 典 则 变换 
的 充 要 条 件 是 对 任意 f€ c=(T*(Q,)), 有 
Hj 一 rH, (1.10) 
也 就 是 , 典 则 变换 是 保持 Hamilton 场 不 变 的 微分 同 胚 。 
证 。 按 定义 ,映射 的 切 映 射 r, 为 
z=V(g) = V(r*g) 
其 中 VV 为 T*(0,) 的 任意 向 量 场 ,8 是 T*(9,) 上 的 任意 C 函数 . 
TEER V =H, 有 
THe) 一 H,s(r*g) = {r*j,t*g} 
根据 《1.7》 可 知 ,映射 + 是 典 则 变换 的 充 要 条 件 是 rH. (e) 一 
H;g, B| rH 一 Hj。 定理 证 毕 . 
《1.10) 表明 ， 按 下 列 图 式 中 两 种 路 线 由 了 所 得 到 的 Hamilton 
向 量 场 是 相同 的 ,也 就 是 下 图 是 可 交换 的 。 
(eE) roH 
s| u Je 
O $ >H; = tahe 
图 1.1 
定理 13 KAPA THO.) 到 T*CO,) 的 变换 r 是 典 则 变 
换 的 充 要 条 件 是 


(> dridi) = as Ani an) 
j=l i=1 


此 处 r" T*(Q,) 上 二 次 形式 的 后 拉 。 
E. REX, HF T*(Q,) 上 任 一 个 二 次 形式 及 T*(8.) 
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上 和 任意 贾 个 向 量 场 U,V, € 
Go U,V) = ltl, TV) 


而 r+V 有 如 下 坐标 表示 
rep = (3 20an) y 


于 是 ， 若 取 w 为 T*(9,) 上 自然 辛 形式 Da hay 则 对 于 
7T*(9.) 上 任意 两 个 向 量 场 U,V 有 
(A(X huhan )) Co, v) 


一 (>: wA; ) (sU, rs) 
一 《rsD) > J- (zV) 
pa TUCE) GED) 
(>: ¿Ax ) (Di7) = U av 
由 于 U,V 是 任意 的 , 则 (1.11) 等 价 于 
ee (a) 
注意 到 = “mataas 


(3). GED- 


B(x,8) aleg) 
等 价 。 而 定理 1.1 已 指出 它 就 是 r 为 典 则 变换 的 充 要 条 件 。 定理 
wH. 
注 由 于 


r* (> uA; ) 一 > r*(4a)A r*(dy;) 
这 里 筹 式 右边 的 r" 表示 T*(Q,) 上 的 一 次 微分 形式 的 后 拉 ， 也 
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就 是 由 7 所 诱导 出 的 余 切 映射 。 因 此。(1.11》 表 示 , 典 则 变换 是 
保持 余 切 从 上 自 然 辛 形式 不 变 的 微分 同 环 。 

[ 例 1] 设 * 是 T*(Q9,) 上 一 组 对 偶 坐 标 间 的 "对 换 ”， 即 着 
r(z,Ë) = O) WHEN 有 y; = 全 本 一 一 zj) 而 其 它 坐标 
变量 不 变 ; 


x= k= ji Er k=; 
nefi ep =Í 2 ra G 


这 是 一 个 典 则 变换 .事实 上 ,由 (1.12) 知 
> dË, A dx, = 21 alr A dx, + dË A dx; 
k=, k=j 


a 
= 21 dmA dy — dyiA dni = X) dn Adya 
kti 


= 
放 根 据 定理 13 知 是 典 则 变换 。 
显然 , 若 在 不 止 一 组 的 对 侦 坐 标 闪 进行 “对 换 ”, 仍 旧 得 到 典 则 
变换 。 为 方便 起 见 ， 我 们 称 这 种 变换 为 工 型 挛 换 。 
[ 例 2] 设 = 是 9. 上 的 C" 坐标 变换 = ~ yG) 所 诱导 的 余 
HA: T*(O,)— TCR), H 
rz) = Oon) > 


s=, a= (2 


则 = 也 是 典 则 变换 。 
事实 上 
By 
alyan) | Or 
B(x,8) s Oy i 
4 (=) 


HARAM aR on 一 DDr in, FE 
bim 8y;8y, Ox, 


0 On) = 
sa (E) o, Bir 8838, JEH 
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CRR 


B(x,8) arë) 
2 s ef 的 
(y AÜ y 
e AD < 
Era A o (Y 


0 一 了 
-人 
把 wy 的 表示 式 代入 4 中 , 易 知 A(Z) 是 一 个 对 称 阵 ,从 而 


By ez 一 4f8 一 
(a(g) =" 
HEEM 1.1 XL r ERER. 

为 了 进一步 了 解 典 则 变换 的 构造 ,我 们 引入 生成 函数 的 概念 ， 
以 下 我 们 仍 在 余 切 从 上 一 点 的 邻 域 中 讨论 问题 ， 并 且 认 为 该 邻 域 
已 被 局 部 坐标 化 了 . 

设 S(z, n) 是 在 (xo, wo》 邻 域 中 的 C” 函数 ,这 里 z 与 ? 分 
RA nME, deels Czo) 天 0， 则 可 以 在 (x0,m) HBR 
中 按 下 列 方式 确定 一 个 变换 r, (2) (ysa), 

n= ED, peilen) je 0113) 
事实 上 ,由 于 和 矩阵 Sag 在 (xo o) Sm, 利用 隐 函 数 存在 定理 ,可 
以 从 (1.13) 中 后 面 的 # 个 方程 确定 反 函数 一 leE), 再 把 它 代 
人 前 面 ”个 方程 就 可 得 到 y 一 y(x,5)。 对 于 这 样 得 到 的 y,n, 由 
Sor E Sagte Sam. (S= 十 Sans S. CS.) 75 
( As ne ) ( as (CA ) 


dO) 
B(x,5) 
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可 知 


“(BB) =o 


这 样 ,在 《x。,m) 的 邻 域 中 我 们 就 得 到 了 一 个 微分 同 是 变换 r, 
进一步 还 可 议 证 明 , z 是 一 个 典 则 变换 。 为 此 ， 我们 来 验证 


CIDRE. WEAN or ARARA EREE 29 #k Mo 
HUN 
所 以 
> da; A 3 (zn) Jim 一 0 
jim Bm 


FUE, RDA 
n Adz, = 0 
ikat 起 到 Ë 
于 是 
Dydy day = > m2 Biin + > ri dm) 
m £ Bax 
8s ) 
=Y at-s h 
> mA G5 Or t T Dom “i 
S Ps 
= Dl 2 A dx 
> Ən, * 
n / 8S ös ) 
一 dq; + eS drj) A dx, 
> (aan MT Gebeg OTR 


一 > ex 
这 就 表示 r 是 典 则 变换 。 

定义 13 我 们 称 上 述 Sr, E (zm) 附近 是 由 它 诱导 出 
的 典 则 变换 z 的 一 个 生成 函数 。 

由 典 则 变换 的 定义 者 到 ， 一 个 哄 则 变换 局 部 地 由 满足 一 定 条 
BIS 24 个 坐标 函数 的 关系 式 所 确定 ， 但 在 这 里 ， 只 要 利用 一 个 
生成 函数 就 能 确定 一 个 典 则 变换 。 这 是 生成 函数 的 一 个 优点 ， 下 
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面 给 出 的 定理 则 更 进一步 表明 ,任意 一 个 典 则 变换 几乎 都 能 由 相 
应 的 某 个 生成 函数 所 确定 。 

定理 14 任 一 典 则 变换 局 部 地 均 可 由 一 个 生成 函数 所 确定 
的 变换 和 型 变换 复合 而 成 . 

证 . 设 典 则 变换 7 为: (z, E) (y = y(z, Ë), n = g(x， 
E), WFE Poan) 满 牧 ， 帮 利用 型 变换 可 使 变换 后 的 
Tecebiaa 拓 降 中 的 右 下 志清 忌 set( S 2r) w o, 于 是 ， 利 用 反 函 数 存 
在 定理 ， 对 于 函数 n 一 q(z， 乓 ， 存 在 反 函 数 E 一 Es 4)。 再 
由 (1.11) 可 得 


4 (sas + vidni) = D, (2E; A dz; + dy; A da) 
FETI izi 


= 21 (dE; A dz; — dy; A dyi) 
j=1 
= 0 
这 说 明 Tas + Yida; 是 一 个 闭 形式 ,应 用 Poincaré 引 理 ， 局 部 


地 存在 一 个 函数 S= Sen) EH dS 一 sas, + yida 从 而 
8s 


HWe3l T 8 3E38 09 E ab T idej, 于是， 上 述 过 程 表 
明 , z 是 由 一 个 生成 函数 所 确 成 的 典 则 变换 和 一 个 了 型 变换 复合 “ 
而 成 。 定 理 证 毕 。 

由 上 述 证 明 过 程 可 知 ,对 于 一 个 给 定 的 典 则 变换 ,相应 的 生成 
函数 S(z,q) 可 确定 到 相差 一 个 任意 常数 。 现 在 我 们 来 考虑 一 类 
典 则 变换 , 即 所 谓 齐 次 典 则 变 澳 。 对 于 这 类 变换 ,相应 的 生成 函数 
可 以 完全 确定 。 齐 次 典 则 变换 与 Fore 积分 算 子 有 着 密切 的 联 
系 . 

定义 14 RREH r:r, E) Osn) JUA y= E) 
n= alg) 表示 , 若 对 于 任意 的 :>0 有 
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IEE) 一 y(z;:8),mm(z,Ë) 一 n(z,28) (114) 

则 称 此 典 则 变换 为 齐 次 典 则 变换 。 

定理 1.5 FERRAR S(z,+) 关于 ?了 是正 齐 一 次 的 , 则 由 它 
所 确定 的 典 则 变换 为 齐 次 典 则 变换 。 反之， 一 个 齐 次 典 则 变换 必 
可 由 一 个 正 齐 一 次 的 生成 函数 所 确定 的 变换 和 一 个 由 底 空间 上 的 
变换 所 诱导 的 变换 复合 而 成 . 

证 。 定理 结 论 的 前 一 半 是 明显 的 , 今 证 后 一 半 . 设 

r:(x,š)—> (yn) 
一 个 给 定 的 齐 次 典 则 变换 , 则 由 Euler 定理 可 知 


Xs gn, Doon 


于 是 可 得 
Zeg- Žo Em 
即 变换 7 保持 向 量 声 
0. 
D Eo 
PARE. 又 注意 到 自然 辛 形式 
Dy dE; A dz 
d=1 
与 向 量 声 
STES 
21595 
的 内 积 
ma PAS. aY. S. 
(> dsA dss ) (>: š 2) 3122 


《参见 [4],p76), 则 由 定理 1.3 可 得 
wm (Š; eunan) (2 E 


- (ene) 
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= 21 ds 
FETI 
于 是 ， 我 们 有 
> Edzi + yu 一 21 nidyi + yi 
= = 


=d (> ni) 
如 果 将 变换 了 写成 x, 一 z(y.) S = Eyni = lytta BJ 
ÉR MWA rp E 关于 了 分 别 为 零 次 与 一 次 正章 次 函数 ,于 是 


(F) 0 
的 情形 下 ,由 = 一 (yan) 解 由 ?为 > 与 3 的 函数 ,并 令 
s= > ymi = > y (= ,n2"i 
即 得 所 需 之 结论 。 
Hd (EE) = 0 的 情形 ， 再 通过 一 个 由 底 空 间 上 的 变换 


y 一 yG 所 诱导 的 齐 次 典 则 变换 艺 , 就 能 化 成 上 面 已 讨论 过 的 情 
F. UFR n= 0, 3EER y 一 yz 为 
nannti D bi tl (115) 
的 反 函数 , 式 中 (45), 一 1,…… 4 均 为 待定 的 常 系数 对 称 矩 阵 。 
对 于 由 (1.15) 所 育 导 的 余 切 从 上 的 变换 ,我 们 有 
8z 
mi = > By 如 


k= 


_ > C 6 + > 212 


所 以 
Bni 一 4% Èt 
9 ikoa 人 Öz; Pa 
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在 ?一 加 一 0. a= m B|, z z Ó, £ = L, Žu = om, 所 
zi 
以 
Bu $ ditute = Y14556 
Ba iim k= 
HT z= ell), x(z,t)), BAE (0,8) 点 
Bx; _ < Öri, ay 上 > =; . On 
Bs iy z fa Om Ou 


pA) 


f=1 Oy 


一 2 二 > 8, (ata) 


By = Omi 
注意 到 b #0, MAHER (44km 1,… sn 的 任意 性 知 ， 


am (È Ate) 


可 到 成 任意 常数 对 称 阵 , 此 外 ,由 z 为 微分 同 胚 ， #JEB (95, 2) 
26 s, MITET A EBE Crota) 点 as 2E) = 0， 这 就 
得 到 了 前 面 已 讨论 过 的 情形 。 定 理 证 毕 。 
注 ， 上 面 定理 证 明 的 最 后 一 段 中 将 a(g) 化 成 det 
使 ) = 0 的 情形 进行 讨论 ,这 包含 有 更 深刻 的 几何 内 容 ,读者 可 


参见 [10]， 
对 于 一 个 正 齐 一 次 的 生成 函数 S(z，97， 我 们 可 以 作出 如 下 
形式 的 Fourier 积分 算 子 4 


Aula) = (2a) festal san)an 


-= Go” else ha zs)aCy) dydn (1.16) 


算 了 4 的 位 相 函 数 是 $x, y, n) 一 .SCx, n) — Cya nyo HERRI 
lagrange 流 形 是 Ae 一 ((z,y;S.(z,n)x—n);y 一 Sx)}. 
.157 。 


当 Sleg) 仅 在 《xos yo) 的 邻 域 中 有 定义 时 ,为 作出 算 子 4 先 
得 将 Sean) 延 拓 ,例如 对 S(z,y) 乘 以 一 个 在 《xopmo) 锥 邻 域 中 
恒 等 于 1 的 齐 零 次 截断 列 数 ,然后 再 零 延 拓 至 Q, x R,. 不 同 的 
延 拓 所 引起 的 差 算 子 之 波 前 集 必 在 (xo,SsCx0s90)3 Se(xoygo)omo) 的 
基 锥 邻 域 外 ， 它 将 不 影响 我 们 对 算 子 4 的 局 部 性 质 之 讨论 。 以 后 
凡 我 们 说 到 对 局 部 定义 的 生成 函数 构造 相应 的 Fourier 积分 算 子 
《1.16) 时 , 均 作 这 样 的 理解 。 

4 好 在 每 一 点 的 邻 域 均 可 视 为 TY*(Q.) 到 T*(O,) 的 变换 z 的 
图 象 。 这 是 因为 mx 一 n, = n, B EB 

$e Ó 0 Sa 
( $ bm )- (Ci s) 
是 满 秩 阵 ， 故 由 第 三 章 引 于 2.1 易 得 此 结论 。 由 hs 的 表示 式 知 ， 
TEJER (x, Seles 9))H > (S,(z, n)> 9)， 所 以 它 就 是 生成 函 
数 S(z* n) 所 导出 的 典 则 变换 ， 故 我们 称 〈1.16) 为 与 典 则 变换 
TRKA Fourier RAAP. 此 时 对 扳 幅 并 无 特殊 变 求 . 

这 个 结果 可 以 推广 到 更 为 一 般 的 情形 , 即 对 一 Fourier 积分 算 

子 , 设 它 带 有 非 退 化 的 位 相 函 数 《x,y,9)、 若 相应 的 

Ag = {Cey brs — ps) $Ú = 0) 
确定 了 一 个 T*(QO,)-> T*(O,) 的 局 部 微分 同 豚 r， 使 得 * 在 
T*(0.) x TY"(C2,) 上 的 图 象 恰 为 Aš, 则 = 必定 是 一 个 典 则 变换 ， 
事实 上 ,此 时 必 有 n 一 n, 又 记 位 相 变 量 的 个 数 为 N, 我 们 有 


> qmi A dy; = — > dlhy) Ady; 
“1 


--5 (È Cpeys + bsd) 


fi 
+ > $e dB.) Aari 
k=1 
由 drn 的 对 称 性 ;有 
> $y dy A ay — 0 
ikai 
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REA, 上 $= 0, 所 以 
x (so di + dojdi) + > Qe 40; — 0, 
同样 由 dao KARER 
> pp A 40) = 0 


于 是 我 们 可 得 
> dni A dy; = — > Prt h dy 


jaa: 


一 Fiabeh > Prad 


k= 


一 一 >= by dz A dy; 


z 了 


十 Fae A > das; 4zi 


R=1 
一 > (>: dnd 十 > Bojda) A dzi 
j=1 “Kol k=1 
再 利用 dyn 的 对 称 性 ,有 
>; $s da | A Axi = 0, 
bkal 


所 以 
Yl A ai = > (z: det 十 > A 
#=1 
+ Dorin) Adz; 
&=1 
= 2 G29,.JA dz 
# 


-Dina 
SRAN 是 一 个 典 则 变换 。 
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以 上 的 讨论 表明 ,对 于 一 个 给 定 的 Fourier 积分 牌子 , 如 果 由 
其 位 相 函 数 所 确定 的 Lagrange 流 形 能 诱导 出 T*(Q,)— T*(Q,) 
的 局 部 微分 同 胚 时 ,这 个 Lagrange 流 形 局 部 地 必定 是 某 个 典 则 变 
换 的 图 象 ， 根据 第 三 章 的 定理 1.1 知 ， 对 于 Fourier 积分 算 子 来 
说 ,最 本 质 的 不 变量 是 Lagrange 流 形 ,从 而 由 定理 1.5 知 ,原先 所 
考察 的 Fourier 积分 算 子 在 忽 咯 了 亡 空 间 上 那个 变换 后 可 以 昨 
(1.16) 的 形式 表示 。 也 就 是 说 , (1.16) 类 型 的 Fourier 积分 算 子 
最 然 形式 比较 特殊 、 却 具有 相当 的 代表 人 性。 这 种 形式 的 算 子 在 处 
理 某 些 问 题 时 比较 方便 ,我 们 以 后 还 会 常常 用 到 它 。 


二 、 主 型 算 子 的 微 局 部 化 简 


在 这 一 段 中 我 们 将 讨论 利用 典 则 变换 对 主 型 拟 微 分 算 子 进行 
微 局 部 化 简 的 问题 ， 为 此 先 引 入 一 些 有 关 和 概念， 
RA An 维 微分 流 形 ， T*(Q,) 为 余 切 从 ，(x,5) 为 T*(9.) 


的 局 各 坐标 。 称 向 量 >a Z 为 在 点 (z, E) eg CE 
Tt.s(0.) 的 切 向 最 ， = ra) WER- 
# a= D tdn 为 Te(9.) 上 的 基本 -次 形式 , 则 易 兄 
j=1 
7*(9。) 上 的 向 量 声 
ai 
> u KE 
在 点 (aB) MERA 
L= >a aE, 
平行 的 充 要 条 件 是 在 点 《zo; E) 处 ,一 次 形式 
S arde; + bh 
J=1 
与 基本 … 次 形式 
a = > Ez; 
iai 
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线性 相关 . 

定义 15 设 Cr, D) 是 Q, 上 的 z 阶 报 微 分 算 子 ， 它 
的 齐 次 主 象征 是 Pales E), 若 对 (zo, Eo) 《TY*(C9)N0}， 
当 pn《zos50) 一 0 时 Hamilton 场 He, FERI 2 不 平行 ， 则 称 


TE Ga E) 点 均 为 主 型 , 则 称 P(e, D) 在 x 点 是 主 型 的 。 又 若 在 
9, 的 每 一 点 PCs D) 为 主 型 ， 则 称 PC, D) 为 9 上 的 主 型 
my. 

EAT pCx,D) 的 齐 次 主 象征 pu(s,8) E Coi) € TAN 
{0} 点 满足 pa《xos 50) = 0 和 V p (2065) + 0， 这 类 算 子 就 是 在 
《zs 后 》 具 单 特征 的 等 子 ， 它 有 时 候 被 称 为 葡 义 在 型 算 子 。 但 是 ， 
我 们 这 里 所 定义 的 主 型 算 子 的 范围 要 比 单 特征 算 子 更 广 
泛 ， 它 包含 某 些 不 具 单 特征 的 算 子 。 例如 ，Tricomi 算 子 
;+ Sas TOD ER {Co035,0);5 A 0} ERRAN 
特征 ， 但 它 仍 是 主 型 算 子 。 

设 F, G 为 两 个 给 定 的 Fourier 积分 算 子 , 如 第 一 章 $4 所定 
X, WR'(F — G) 表示 算 子 一 G 所 对 应 的 分 布 核 的 波 的 集 ,对 
FA Ceos yo bos m) € T*CO,) X T*(Q,), 着 Cu, ya Bos m) ë 
WFCF 一 G), WIERE ES GHE (zo y Eos m) 按 微 局 部 的 意义 相 
等 ,并 记 作 FPG. 

定义 1.6 P, 9 为 分 别 在 9: 与 2, 上 给 定 的 拟 微分 算 子 
为 如 上 给 定 的 Pouricr 积分 算 子 ,车 在 (zo>yo; 铝 ,m0) 点 PP 一 F9， 
则 称 算 子 与 8 在 《xo,yo;， m) A Fourier Eir. 

我 们 以 下 将 证 明 关于 主 型 拟 微分 算 子 的 微 局 部 化 简 的 定理 ， 
其 形式 为 : 

定理 1.6 设 一 阶 拟 微分 算 于 Pe D) EC) E€ TONO 
点 是 主 型 的 ，symp € 8:， 且 其 齐 次 主 象征 PCE) 是 实 的 ， 则 在 
Cros 51) 的 某 锥 邻 域内 存在 一 个 齐 次 洽 则 变换 r: (1,5) > On), 
P= (zo) 加 = Coi), EE n = PCa 5); 并 且 存 在 一 个 
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和 此 典 则 变换 相 联系 的 Fourier PIAF F, 使 有 
(ze yo os) Š W F'(PF 一 了 Do) (1.17) 
1 _8 

其 中 p, = By 

易 见 ， 按 定义 1.6， 上 述 结论 就 表示 算 子 Pe, D) 与 Ds 在 
《xosyos50s96) 点 Fourier 等 价 。 

定理 1.6 的 证 明 较 长 ， 我 们 将 它 分 为 两 步 。 第 一 步 是 寻求 定 
理 中 所 要 求 的 齐 次 典 则 变换 。 为 此 ,需要 若干 几何 方面 的 准备 ,我 
们 简称 这 部 分 是 定理 证 明 的 几何 部 分 ， 主 要 包括 定理 1.7 与 18, 
第 二 部 分 是 寻找 所 要 求 的 Fourier 积分 算 子 ， 我们 简称 它 是 定理 
证 明 的 分 析 部 分 ,包括 定理 1.9，1.10 以 及 最 后 的 综合 。 

定理 17 XTR OCR 上 的 & 个 线 竹 无 关 的 向 量 场 Xy, 
Xts 若 满足 


[XX] 0 ijik (1.18) 
则 存在 一 个 坐标 变换 rey, EE 
tX) =- jek (1.19) 
By; 


证 。 我 们 先 作 一 个 坐标 变换 = 上 -> y， 使 得 在 此 变换 下 X E 
成 DA 设 在 此 变换 下 


=E m G— 2... 
x= Dm B G= 2, D 


则 由 (1.18) 知 
3 Sma 8 u X, 站 一 i= 2 
D fu Be [Xox] =0 G= D 

所 以 对 一 切 满 足 2 Si Skl <I Saim 88 CM =o, Bg 


By 
ma 与 为 无 关 , 记 一 《yys)， 则 可 将 ma O) 写成 ma(y'), 
即 
= Š 
x, >. 


* 162, 


Xa = mG) ++ mat) E + -o 
Ya 


+ maly) 
ma oÈ 


= mO) E t ma) gi oe 
' ' 


^3 
+ mialy ) By 


ERER yr, AE z = y> z = e'O), BERE 
此 变换 下 


MO EE e E ma) E 
à 


变 成 也 ,于 是 得 
Öz: 
日 
x = — 
' z, 
X,= ñ (5 + 8 
z1 LEN 
Xx; = G) E + Aa) gt .. 
+ g, (z) —8 
Za 


+ take) 
再 作 坐 标 变换 >w, h 
L 从 „PnC daa w = 


则 利用 求 导 法 则 可 知 
9 9 ,8.9 FA 
Bx Bw Bz Əm, Bw 
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从 而 得 到 


8 
x = 
` Bwr 
8 
x= 
?Bw 
X; 一 fin + fin r. + + É, Z 
8 s o 
X= + fe + e H i 
tT Taw ED, Ar” 


利用 条 件 (1.18) 又 可 知 系数 B... B. 实际 上 只 依赖 于 watta 
ma 依次 继续 做 下 去 ,最 后 可 以 将 Xi -…。Xt KRAF RARER 
变量 的 导 算 子 。 重 新 标记 坐标 变量 , 即 得 《1.19)。 定 理 证 毕 ， 

注 . 定理 1.7 是 更 一 般 的 Frobenius 定理 的 特例 , 关于 该 定理 
的 氢 述 与 证 明 可 参见 [4]。 

利用 定理 1.7 可 以 得 到 下 面 的 Darboux 定理 。 

定理 18 设 p... Pk Æ (tofo) E TECON) ARER 
域内 的 实 值 正 齐 一 次 C 函数 ,多 所 n = dim 4:， 则 局 部 地 存在 
一 个 齐 次 典 则 变换 r: Cr) (y, n), fd rGaa, E) = (0, +), 
E Pe E) =a j= 1, 的 充分 必要 条 件 是 : 

i) # (xo, E) 的 锥 邻 域 中 


{psp} 一 0 ¿i= 1, a20) 
ü) 在 Gos) k, Ho, Hots Ho, SERA 
Yd. 
E 


线性 无 关 。 
证 。 若 要 求 的 典 则 变换 存在 , 则 由 于 Poison 括号 在 典 则 变换 
下 不 变 , 故 立刻 可 得 (1.207， 又 由 于 锥 轴 在 典 则 变换 下 也 保持 不 变 


《参见 定理 15 的 证 明 )， 则 由 锥 轴 Zat - 与 相应 于 ms 
ma 的 Hamilton 向 量 场 线性 无 关 ,可 知 条 件 az. 
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今 证 充分 性 ,我 们 先 说 明 , Ek <a 时 可 以 逐个 地 补充 Pan 
GD, Ps (xs)， 使 条 件 D, ü) 仍然 成 立 ， 再 指出 可 以 找 
到 函数 q(x,5),…… q (x, E), ER ni 一 Pla E), yi = qi (z, 
£ i 一 1,… ,4， 就 是 所 需 之 典 则 变换 。 
对 于 1<;i<k, 我 们 有 
lH» Hssl = Hoppop = 0 
此 外 ,由 于 r; 及 SË 关于 分 别 为 正 齐 零 次 与 正 齐 一 次 通 数 ， 
所 以 由 Euler 等 式 知 
2 .20 一 


1 3, - (2 Ep T 
re (Aa) ° 

从 而 ' 

[Ho 4] [2: aE ax, a aE Bs =] 

-2O aian) on 

-D [ea aT Ca) a] 


x em 8 ) sb ð 
fi\ Orn p £ Ox, OE, 


一 0 
这 样 , 根据 定理 1.7， 在 《zx, Eo) 的 某 维 邻 域内 存在 着 当 的 坐标 变 
PrE) Cast tt sta) E Hott ,Hp 和 4 这 多 十 1 个 线性 无 
关 的 向 量 局 部 地 表示 为 2 att 5 .由 于 待 求 的 齐 一 次 函数 
z1 Zyl 
Pra(z, E) 应 当 满足 方程 组 
pk 一 人 0 
A p Obi — (1.21) 
Diir OE; Pirr 
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在 上 述 华 标 变换 下 ,该 方程 组 化 成 


Bres 0 i= 1; 
Be i= lyek 


Spa _ 
Özen Pira 


于 是 可 以 取 Pyne efnt nd, 其 中 了 为 待定 函数 。 回 到 
项 来 的 变量 z, E, 即 知 Pileg) WE 21). 
现 设 法 选取 了 使 得 Hoots Hogs Hog, 与 1 在 (mto) 线 性 


A.B], dp... dpo dpan S a = D, Gida; fE (aos Eo) 线 


i>i 
性 无 关 . 为 此 ， 考 察 
pk = paridsatr + dileri "3 225)) 

此 式 右 边 含 2n — k 个 独立 的 微分 dzka, dems W dt， 
db, 及 2 为 十 1 个 一 次 微分 形式 ， 由 克之 # 可 推 知 志 十 1 过 
22 一 4， 获 总 可 选取 Karys" y 22) 使 得 dpon 与 dP， 
dba o TE (zoë) 线性 无 关 。 REA pa (z, E) 加 入 到 p(x， 
£), oP (zS) 中 ,所 得 到 的 十 1 个 函数 仍 满足 条 件 店 , 外. 继 
续 这 一 过 程 , 即 得 p(x,8),*… ,psCx,5). 

接着 再 来 逐个 地 寻求 aE) ,9s《*,5). 我 们 不 妨 设 已 经 
得 到 了 关于 为 正 齐 零 次 的 glr, E) = lsh OKI<n 
使 得 


{Pisti} — ba in, iSl (1.22) 
{gis9;} = 0 iisi 
B. Hos toHonsHa s'ta H, 2HE G, 5) 点 线性 无 关 。 今 来 导 
Rlm. 记 Hott toH, Hatt 在 Ceot) 处 所 张 成 的 子 
空间 为 8， 由 前 面 所 述 的 线性 无 关 性 ， 可 作 一 个 与 横 截 且 包 含 
向 量 4 的 子 空间 8. < un 为 在 3 上 为 零 并 且 满 足 方程 组 
Hi,ma=0 一 1 
Hotin = 1 G123) 
Hatam) i=l, 
RUWE. 由 条 件 〈1.227 可 知 ， 这 样 的 qaa 是 存在 唯一 的 ， 事 实 上 ， 
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由 于 LH, Ha,] = He 0, 1<<i<n, 1<i<1, 因此 , 据 
定理 1.7 可 以 引 人 一 个 新 的 局 部 坐标 系 《z1,"**， zs)， 将 方程 组 
(1.23) EHUR 
gamo 1 
da; 
ə (1.24) 
Dan hn = 1 
显 见 , S 的 象 8 与 mm ' zar 的 轴 向 所 张 成 的 子 空间 横 截 ,于 是 
容易 唯一 地 决定 出 qu, 回 到 原来 的 (x，5) 坐标 ,可 知 q. (z, E) 
是 关于 点 正 齐 零 次 的 .这 是 因为 1 HESH ik ua ESERE 
的 “初始 资料 ”是 正 齐 零 次 的 。 而 方程 《1.23) 以 及 Pitt aPas 
oq 的 齐 次 性 又 告诉 我 们 ，9:4Kzxy E) 与 43 G=, 5) 同时 
请 足 方 程 组 (1.23)。 于 是 由 前 述 的 解 的 唯一 性 可 知 gn 是 正 齐 零 
次 的 . 
最 后 说 明 Hooters Hoas Hatt rr 4 的 线性 无 关 性 . 事 
实 上 ,如 果 这 组 向 量 线性 相关 ; 作 了 满足 
EC 一 0 一 1 二 1 十 3 


Er 一 1 (125) 

Ha =0 i=l l 

ĝls=0 
易 见 ,向 量 组 Hs,，*…， He, Hz,，,"…， Hap H, 线性 无 关 ,而 且 它 
与 向 量 组 Hrot ,Ho, Hatt Han 不 能 互相 线性 表示 。 因 为 
假若 有 


Han = De iHn + ew +CH: 


则 将 它 作用 于 Pno 得 ‘co ,再 作用 于 Pno 即 导致 矛盾 。 由 
此 可 知 , 若 4 能 用 Hs,，,…* H, Hao Hi, 表示 , 它 就 必 不 能 
用 H, H| Has H, s Hí BR, WK Be Hops Has 
… oH H aÜ 1 线性 无 关 。 于 是 可 将 (py 的 标号 更 改 一 下 ,并 令 4 

为 tin 就 又 将 所 求 的 函数 组 作 了 一 次 扩充 - 
由 于 所 得 到 函数 组 q(x,5)，*… ,qnCx,) MIE (122) G$ 
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TN 1 十 1)， 且 满足 相应 地 所 要 求 的 线性 无 关 条 件 , MIX PT 
复 上 述 过 程 ,直至 ! 一 >， 易 见 PrE) = m, aKes) = y i= 
leeson 就 是 所 要 求 的 典 则 变换 、 定 理 证 毕 

注定 理 1.6 中 几何 部 分 的 结论 仅 是 定理 1.8 中 取 =1 的 
特殊 情形 . 

现在 转向 定理 1.6 证 明 的 分 析 部 分 , 这 一 部 分 的 县 的 是 要 寻 
求 定理 1.6 中 所 需 的 Fourier 积分 算 子 。 为 此 先 引 人 如 下 的 定义 。 

定义 17 对 于 形 如 (1.16) 的 Fourier 积分 算 子 


Fula) 一 Gay" a C O 


— Qo seas Cy) dyan 
EE Crom) 点 a(zom0) 天 0，。 则 称 (zo, SsCxos m); S.C mo) 
m) 为 算 子 下 的 可 加 点 . 
定理 19 AP, Q 分别 是 在 域 0.，9, 上 给 定 的 洽 当 支 拟 微 
分 算 子 ; r 是 齐 次 典 则 变换 ; Ce, E) (ys g)> r(xo E) = 《yoy 
m) FEMT 相 联系 的 一 个 Fourier 积分 算 子 , 具 形 式 (1.16), B. 
使 得 〈xo， Yos Sos m) 为 其 梢 圆 点 ;又 设 a(z,a) 属于 S= RAM. 


WEE Cryf m) 点 PF~FO, 对 P, 9 的 主 象征 p(x,5) 和 
Myan), HE Czas y Eos mo) 邻 域 必 
PrE) = qlyCx,8) CE) (1.26) 
YE. 容易 验证 , P, Q, F 满足 第 三 章 $ 2 中 作 复合 运算 PF 与 
FO 所 要 求 的 条 件 , 故 PF 与 F8 有 意义 , 且 对 于 任 一 支 集 在 为 令 
域 中 的 C? 函数 p(y) ,在 mod c= 的 意义 下 有 


(PE) = 2m)™ |, tena Cea)8Ca)a9 


(FOCE) 一 G=)-"| es BCs) Gn)an 


此 处 4 和 吾 的 渐 近 展开 式 首 项 分 别 是 Pes Sx, n))a(z, x) 和 
alza) Sr ), 
又 设 由 (x) 为 支 集 在 zv 邻 域 中 的 C KAY 
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《CPP — FO)p, h) 
=G [|| seo-emtace,a) ~ BC,a)) 
X g(y)0(=)4xdydn 
利用 第 二 章 的 定理 3.9 可 知 
WF'(PF 二 FD) 一 {(zy5So5oog) (257) € ess supp (4 — B>) 
由 于 在 Gayo ma) 点 PE~ FO, 3& 
(moyo Ë) EW F'(PF — FO) 
注意 到 r(x Ea) = (yo m), RA 
(xem) Ë ess supp (A(z,n) 一 B (z, n)) 
ME Ceos) BRR 
P(z,S,(x,n))a(z,n) = a(z,n)4XS,(z,2),92 
但 a( amo) 天 0， 故 知 在 《my Fo m) 邻 城中 成 立 (1.26)。 定 
理 证 毕 . 
定理 1.10 设 F 是 如 定理 1.9 中 所 述 的 Fourier 积分 算 子 , 则 
必 可 找到 与 7 RER r 相 联 系 的 Fourier 积分 算 子 Pi 5 Fa 
使 
FiF — 120 在 (ymn) 点 (1.27) 
FP,— 170 HE Cæostočo E) M (1.28) 
证 ,我 们 只 证 《1.27)， 为 此 ， 注 意 到 若 r 是 齐 次 典 则 变换 ， 
M) :也 是 齐 次 典 则 变换 . 设 z: 由 生成 函数 Sy,5) 所 确定 , 则 
相应 于 此 典 则 变换 的 Fourier 积分 算 子 应 有 如 下 形式 
GG) 一 G29)" eiD- y E Jo (drdE 
其 中 (y, E) 待定 。 我 们 希望 能 适当 地 选取 OO, E) 使 G 满 足 
(1.27) 中 对 F, 的 要 求 。 
根据 第 三 章 中 关于 Fore 积分 算 子 复合 的 讨论 ， 复 合算 子 
GF 有 意义 , 且 仍 为 Fourier 积分 算 子 ,复合 后 的 形式 是 


CGE wi = (2 ad  ao-epsnin-espn 


X blysE ax, ws) ddndras 


-169% 


GF 实际 上 还 是 个 拟 微分 算 子 , 这 可 以 由 第 三 章 定理 2:1 导出 ,但 


RIEA BERTEMA. $ = ES 其 中 


lG, = 六 全 + 而 


EH (GF) BAERT- A iE3SE8125, 它 带 有 位 相 变 量 
gs 33 以 及 位 相 函数 


py, 850 Ë, n) = SYE) 一 ° 2 


— 7 E G 
+ (pe) Ce") 
相应 的 Lagrange 流 形 为 


A= f(z; -1 — 0 Dy s.— E=, 


Sem r= 0, S, — z = 01 


由 于 CyS) (SE) 和 (x,5:) (S,,n) EAREN, 
当 Se= E, Su = x, S= z BP, ff S= w y= S. = z, 这 
就 表示 A 是 便 等 映射 的 图 象 ,因此 GF 是 一 个 拟 微分 算 子 。 

RWE ale, 9) AT EmA HM A, E) 关于 二 为 
齐 次 函数 , 则 利用 稳定 位 相 法 可 知 GF 具有 主 象征 Hy, ale, 
7 ); 其 中 。 是 非 替 因子 , (x,5) 和 Oon) 由 典 则 变换 r+ 相 联 系 ， 根 
H aleng) Æ Gnom) 邻 域 中 不 等 于 零 的 假定 ,可 以 取 HE) € 
S, BEREE Caos yo Eos m) .的 某 猎 邻 城中 

cb(y,5)a(z,n) = 1 ' 

当 G 中 的 振幅 OE) 选 定 后 , 易 知 GF — I HE Cas Jim m) 
的 锥 邻 域 中 是 象征 为 一 ! 阶 的 拟 微分 算 子 ， 记 为 R. 再 到 一 个 
一 1 阶 恰当 支 拟 微 分 算 于 Ri。 使 在 《yos yu mo m) Ë RR, 
MJ GEZI Ri 由 于 sym《 RI)E ST, 故 级 数 形 式 的 委 子 


R= SRY 
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有 意义 , 令 F.= RG, W 
FF 一 > (—R.YGI + R) 1 + Ri 和 
= 


定理 证 毕 。 è: 

定理 1.6 的 证 明 . 

首先 由 定理 1.8 及 其 注 可 知 ,在 (zo, E) 的 锥 邻 域内 存在 一 个 
齐 次 典 则 变换 r:(2,5) > (n), EA 5s 一 PCE), RAW 
一 个 和 变换 r 相 联系 的 Fourier 积分 算 子 (1.16), 其 振幅 a(z,n) 
WE aliom) 关 0, HEF S= 类， 于 是 根据 定理 1.10, 存在 算 子 
满足 (1.28). 记 9, 一 FPF, 则 9, 为 所 微分 第 子 , sym@,€ S', 
E 


PF — F0,—PF — FC(FPF)— (I — FE)PF Š 0 (129) 
根据 定理 19， 拟 微分 筑 子 Q, 的 主 象征 Cyan) E Con) 的 锥 邻 
域内 为 4 一 na. 

现 说 明 可 以 找到 拟 微 分 算 子 B, 它 的 主 象征 bysa) Æ (yam) 
的 锥 邻 域 中 不 等 于 零 , 且 成 立 


Q.B — BD. ~0 (1.30) 
事实 上 , 作 一 个 恰当 支 的 拟 微分 算 子 R., 使 在 《ys m) 点 有 
R™~Q, — Ds 
TE 
Q.B — BD, ™R,B + | D,, B] (1.31) 


BBA Bo 十 8: 士 … 的 形式 ,其 中 B, Ai MAET , Jal 


以 逐个 地 确定 Bi 使 得 RB + [Das B| 0 成 立 。 
首先 , 令 (31) 的 零 阶 象征 为 零 , 即 


1 小 二 fo 好 一 0 
其 中 ,如 分 别 为 Ro, B. NERE, LAXTER 


ðb L; 
二 iraba = 0 
Oys 
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它 有 解 
bysa) = eohi t rosea ) 
其 中 了 一 《yym 是 加 的 第 = 个 坐标 。 因为 ES, 
故 be 5?( 见 第 一 章 $2 的 例 5). KERET Bo 它 使 得 
R.B, + [Ds, Ba] = R, 

是 一 1 阶 拟 微 分 算 子 。 

以 下 用 归纳 法 , 设 B。,B,,"… B; 已 取 定 ,使 

Ria = RB, + ++ + Bi) + [Da Bi t t + B;] 
E-i 一 1 阶 所 向 分 算 子 ， 我 们 要 选取 Bms 使 

Ris = RABot + Bia) + [Do,Bet ++ + Bil 
是 一 i 一 2 阶 拟 微 分 算 子 .此 即 要 求 RoBi + Rint [Dr 
Bm) 是 一 i 一 2 阶 算 子 . 令 其 一 j 一 1 阶 象 征 为 零 , 可 得 


LB + ppint rin—0 
i y, 


其 中 s.a 为 Rin 的 象征 。 此 式 有 解 
bin = b r Cy so ys, ds 
因为 BES, ra € S, 故 baa € SC. 这样 就 可 取 定 算 于 
Bins 它 使 得 Rin 是 一 j 一 2 阶 拟 微分 算 子 。 
于 是 ， 由 归纳 法 就 确定 了 所 有 的 Bi。 再 利用 第 一 章 5 2 中 的 
方法 作出 B ~ 2 B;。 它 就 满足 (1.30). 
1=0 

将 前 面 得 到 的 和 B 复 合 , 记 F — FB， 则 在 (x6syo;5, ma) 

点 有 


PË 一 Fp, = PFB 一 FBD, 
= (PF — F0)B + F(9.B — BD.) 
和 0 
重新 记 Ë A F, 这 就 是 《1.17)。 定理 证 毕 . 
EE. 对 于 定理 1.6 中 所 讨论 的 算 子 P, 找到 了 算 子 ,满足 
PF 一 FD, ~ 0, MARRS 1.10 得 到 F,， 使 得 PiF Ino, 
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那 末 ，(1.17) 又 可 被 改写 成 
FPF — Ds~0 (1.32) 
定理 1.6 表明 , 对 于 具 实 主 象征 的 拟 微分 算 子 P, 若 它 在 (m， 
E, ) 是 主 型 的 。 则 可 先 乘 以 一 个 适当 的 燃 加 算 子 将 它 化 成 一 阶 算 
子 ,再 按 定理 1.6, 微 局 部 地 化 成 Da, FÆ. 从 微 局 部 的 观点 来 看 ， 
AT D, 是 主 型 算 子 的 代表 ， 这 样 的 化 简 对 于 偏 微 分 方程 的 研究 
当然 带 来 很 大 的 方便 ,关于 主 型 算 子 的 很 多 性 质 将 可 以 由 此 得 到 ， 
最 后 ， 再 给 出 典 则 变换 的 两 个 性 质 ， 其 一 是 若 拟 微分 算 子 P 
与 9 成 Fourier 等 价 , 则 在 相应 的 邻 域 中 , P 的 特征 点 与 次 特征 带 ? 
分 别 按 给 定 的 典 则 变换 变 成 2 的 特征 点 与 次 特征 带 ; 其 二 是 车 下 
为 与 典 则 变换 z 相 联 系 的 Fore 积分 算 子 ， 且 在 所 考察 的 邻 城 
中 王 均 具有 非特 征 点 ， 则 
W F(Fu) = r WF(u) (1.33) 
以 上 第 一 个 事实 是 典 则 变换 性 质 的 直接 推论 .为 说 明 第 二 个 
事实 ,注意 到 算 子 的 波 前 集 为 其 Lagrange 流 形 ， 故 由 第 二 章 的 
(3.6) 可 知 
WF(Fu)C [(z,S,(z,n)); (S.(=,n),n) € W F(a)) 


; = r {W F(u)) (1.34) 
再 根据 定理 1.10 作出 Fo 使 FF — 1, MH 
WF(w) = WF(F.,Fa)Cr(W F(Fu)) (1.35) 


联合 (1.34), 即 得 (1.33)。 这 两 个 事实 在 本 章 第 三 节 中 需要 用 到 . 

总 结 本 节 的 讨论 可 知 ， 对 于 一 个 拟 微分 算 子 进行 微 局 部 化 简 
的 关键 在 于 找到 适当 的 齐 次 典 则 变换 。 遵 循 这 种 想法 ， 也 可 讨论 
具 复 主 象征 的 主 型 算 子 以 至 非 主 型 算 子 的 微 局 部 化 简 ， 有 关 这 方 
面 的 研究 ,读者 可 参阅 综述 性 文章 [1],E10] 等 ， 


§2. Cauchy 问题 的 拟 基 本 解 及 其 近似 解 


大 家 知道 ， 基 本 争 在 研究 线性 微分 算 子 的 定 解 问题 或 解 的 狂 
D PP 过 特征 点 的 次 征 带 是 主 象 全 的 Hamilton 场 Hs 过 该 点 的 职 分 流 形 . 
.173» 


质 中 起 着 极 各 要 的 作用 。 但是， 对 一 般 的 变 系 数 微分 算 子 不 一 定 
能 找到 基本 解 . 这 就 给 使 用 基本 解 讨 论 这 类 算 子 的 定 解 问题 或 解 
的 性 质 带 来 了 困难 . 为 此 ,存在 一 种 过 渡 的 手法 , 即 设法 找 出 它们 
的 拟 基 本 解 。 这 种 拟 基 本 解 与 基本 解 仅 差 一 个 光滑 算 子 ， 而 光滑 
算 子 在 讨论 诸如 解 的 光滑 性 等 问题 时 往往 可 以 忽略 ， 此 外 ， 还 可 
由 拟 基本 解 出 发 研究 可 解 性 问题 ,有 时 ,也 可 由 拟 基本 解 求 得 基本 
E. Ek Eh, 我 们 讨论 双 曲 算 子 Cauchy 问题 的 拟 基本 解 , 但 
这 与 第 二 章 中 介绍 的 拟 基本 解 略 有 不 同 ,而 两 者 联 系 密 切 。 在 获 
得 双 曲 算 子 Cauchy 问题 的 拟 基本 解 后 ， 我 们 就 可 用 于 构造 双 曲 
算 子 的 近似 解 , 用 它 可 讨论 定 解 问题 及 解 的 性 质 . 
设 给 定 拟 微分 算 子 
P(z,r,D,,D,)z = (D, — A(z,r,D.))u 
式 中 :表示 单 变量 ,x 表示 (x,,……,xs)，A(x,t,D:) 的 象征 


ext 人 ~ Dyailest E), aE CHLO, TS 
i1=0 


ECAT ERER 1 一 次 函数 , 主 象征 ales E) 取 实 值 .我 们 
称 这 样 的 算 子 D, 一 4(x,t,D:) 为 双 昌 牌子， 为 方便 起 见 ， 以 下 
还 设 当 |x| > M 时 aes) = 0。 现 讨论 Cauchy 问题 : 
I (D, — A(x,1,D,))& = J(z,t) 
“| — = (8) 

定义 21 设 依赖 于 参数 :, s 的 算 子 (1,s)€ CL, £], La) 是 
下 烈 问 题 的 解 

I o TAER DDEG) =0 modCI([0, T], L”) 022) 
此 处 Lm 表示 关于 * 的 ww 阶 拟 微 分 算 子 爹 体 ，I 是 单位 算 
子 ，: 的 变化 范围 是 0 SST, ME EG, s) 为 Cauchy 


QI) 


下 面 我 们 来 寻求 (2.1) 的 拟 基 本 解 RG, O). 
EREA p(x， r) € C2(B2)， 则 由 (2.2) 第 二 式 可 知 
lss) prs |, = o(z,:) 
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用 p(z, s) 关于 * 的 Fourier 变换 从 Se) 可 抬 ple, s) 表示 为 
Pkg 


Wess) = (a | es, ss (23) 


我 们 将 试用 形式 为 E a, E, DOCE, s) 的 通 数 去 逼近 方 
程 Pu 一 0 取 初 值 POEs) 的 解 , 然 后 关于 参数 皇 欠 加 .这 就 
是 说 , 我 们 希望 (2.2) 的 解 算 子 有 形式 

EGD) — OJ eSEE est, s, PCE dE 24) 
并 设法 定 出 (2.4) 中 的 位 相 SCx,t,5,s) URR ECs ts E, D, 
使 得 (2.4) 是 Cauchy 问题 《2.2? 的 解 . 这 里 所 要 用 的 方法 通 党 称 
AMTER. 

为 使 (2.4) 是 解 , 首先 要 求 (2.4) 中 积分 有 意义 , 而 且 求 导 数 
运算 与 积分 号 可 交换 。 因此 ， 我 们 要 求 由 (2.4) 所 表示 的 算 子 
入 (+,s》 是 一 个 Fourier 积分 算 子 。 其 次 , 我 们 还 要 求 这 个 算 子 为 
(2.2) WRIT. 以 上 这 两 个 条 件 均 可 以 表现 为 位 相 SCx, t F, 
s) — (yE) 及 振幅 Eles z, E, s) 所 应 满足 的 条 件 . 

先 考察 位 相 SCx,z,5,5) — (yE). 

我 们 要 求 它 是 一 个 非 退 化 的 位 相 函 数 ， 这 意味 着 SCx, t, E, 
s) 应 满足 如 下 条 件 : 

D SXF r, š 是 C” 的 实 值 函 数 ,上 且 关 于 专 是 正章 一 次 的 . 

H) 当 专 天 0 PF, S.,>20 及 det (Su) = 0, 

为 今后 讨论 方便 起 见 ， 我 们 还 要 求 

Bi) 8 关于 :是 二 次 连续 可 微 的 . 

将 {2.4) 代 人 (2.2) 可 知 , 若 记 a(z,r,£) 为 4(z,1,D:) 的 
ERE 则 SCx,t,5, s) 应 满足 


Se — aLr, t, Se) = 0 (2.5) 
它 称 为 光 程 方程 ， 当 : 一: 时，5《x,1,5,:) 还 应 满足 初始 条 件 
Sis = Cr) (2.6) 


在 此 顺便 指出 , EF (2.5) 的 特征 常 微 分 方程 组 正 是 Hamilton- 
Jacobian 方程 
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PD. ~ —Va GQ), n (D) 
(227) 


so = V,a,(x(2), z, EG)) 


以 及 
PL = gx) EU) — KEG) ven) (2.8) 


引 理 21 ara (2.7) 以 及 初始 条 件 
zy EO lim = n (2.9) 
所 构成 的 初 值 问题 , 存在 T > 0， 使 得 此 初 值 问题 在 < < T 
上 存在 唯一 的 解 zG;sy,n) R SG6s,y.n); 这 两 个 函数 关于 + 
二 次 连续 可 微 ,关于 yo'n X c=, 且 对 4 分 别 是 正 齐 零 次 及 正 齐 一 
次 的 . 

HE. Tale 8) ARE, CXT: 属于 5 类 且 关 于 
z f TF C” 类 ， 故 由 常 微分 方程 理论 可 知 ， 存 在 T > 0， 使 得 
此 初 值 问题 (2.7), (29) 在 << 了 上 存在 唯一 的 实 函数 解 
isyon) 和 EG ssys 9)， 生 它们 关于 变量 i ys w 有 引 理 中 所 
需 的 可 微 性 ， 

由 于 a(x, t, E) 关于 是 正 齐 一 次 的 ,利用 初 值 问 题 (2.7), 
(2.9) 解 的 唯一 性 可 知 , 若 xG), EC) 为 《2.7), (2.9) 的 解 , 则 对 
¿> 0, x( 有 D 与 类 (3) 就 满足 方程 (2.7) 且 分 别 取 初始 值 7 与 4%， 
Hl 


*G6s y.) = zG(t;s5 yn) 
E155585 29) = AEC syam) 
所 以 Kesyon) 和 SG; y, a) 关于 ?分别 是 正 齐 零 次 及 正 齐 
一 次 的 。 引 理 证 毕 
引 理 22 设 +G65y,n), EGisyo) 是 《2.7),《2.9) 的 解 ， 
WATEA E 0 < 所 + 所 了 ,映射 
y — z(z;s,ysn) (2.10) 
E- AF002. LERURE y= yrn) 关于 :为 一 次 
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连续 可 微 ,关于 


z, n ETF CO 类 ,关于 ?也 仍然 是 正 齐 零 次 的 。 


HE. 由 常 微分 方程 中 解 对 初 值 的 可 微 性 定理 , 初 值 问题 (2.7)， 
(2.9) 的 解 x(D f EG) 对 初 值 y, w 的 导数 满足 : 


Bx Ox Or Bx\ 
z By Bn - (e= Tea) Əy Ən 
dt | BE 8E Cadar Corer” | OE OE 
By Ön By ai an) 
Bx Or 
By Ən I0 
lea GD 
Əy Ön | lrer 


hit, 映射 (2.10) 的 Jacobian È — 关于 
lyi >M 时 S=: GAI S M R a 


F ?是 正章 零 次 的 ， 且 当 
= 0), 故 由 引导 21 


8y 
所 给 出 的 连续 性 知 , 存在 常数 C > 0, EHS < r< T 时 有 


e- 


1 表示 ax n 矩阵 视 为 R" 


此 处 符号 ‖ 


r< ce- 


中 元 素 时 的 范 数 ， 由 此 


可 知 ,只 要 适当 减少 工 的 值 ,对 任意 给 定 的 r > 0， 均 有 


|<; o< 
8y 


这 就 表示 映射 (210) 是 一 个 具 正 定 Jac 


s<: < T 


obian Kw AE, DA 


存在 逆 映 射 y 一 y(s x* 9)， 且 易 知 它 具 有 引 理 中 所 要 求 的 诸 


EA. SEREH, 
利用 这 两 个 引 理 ,我 们 可 以 求 得 所 需 
定理 21 it y 一 y(i;s， n) 是 引 
则 (2.5)，(2.6) 存 在 解 
S(z,Ë, s) = (yG; z, 
它 满足 前 述 条 件 一 证 )， 特 别 地 ,在 1x 
SG.) = (xë) 


的 位 禄 函数 。 
1 理 2.2 RREN» 


EDE) 
12 M 部 分 有 
(2.13) 


(2.12) 


证 ， 首 先 注意 ,由 于 a 对 二 是 正 齐 一 次 函数 , 故 由 Euler 定理 
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知 ，(2.8) 的 右 端 实 际 上 为 零 . 这 表示 《2.5) 的 解 5 沿 (2.7) 的 任 
一 条 积分 曲线 上 保持 常 值 , 即 沿 此 积分 曲线 有 
S(ysbns) 一 S(y,sssnəs) = (ysn) 
3⁄8 (2.102 所 表示 映射 的 逆 映 射 y 一 yG; sx z. n) 代 人 上 式 ,得 
Sleat, Es s) = y(t s z, E), E) 

HERD (2.12). 特别 地 , 当 |x| >M it am 0, iehi y— z, WA 
(2.13), 

根据 引 理 2 .2, Srt) # O< =< < T 上 关于 :为 二 
次 连续 可 微 的 ,关于 z, 5 属于 CR LAT ERER KS. 

又 因 齐 次 方程 组 VS = (V,y, E) 一 0 BFR E UREK 


件 是 系数 行列 式 det (2)- 0。 而 由 引 理 2.2 知 此 行列 式 不 为 


FARAH EA ORBA VS 关 0， 此 外 ,由 yG;sz, E) 关于 
的 正 齐 零 次 性 知 《Vsy,5) 一 0. ik 


Se = VC99,8)) = H+ AV, BD) 


一 .8y 
Bx 
故 有 det (Ss) == 0, 定理 证 毕 ， 
在 得 到 了 (2.4) 中 的 位 相 函数 后 ,可 以 由 下 面 的 定理 来 确定 振 
HER Ele, ts £, s). 
定理 22 FERIE 
Z(E, s) ~ 12 zz) 
= 
其 中 ae C[0,T],S72), EEH Err E, s) 以 及 定理 2.1 中 
的 SCGz,rE,s) E (24) 所 确定 的 Fourier 积分 算 子 ËC, *) 是 问 
E (2.2) 之 解 。 
证 . 到 (e) € CFCR"), 使 得 它 在 |z| < M 的 某 邻 域内 为 1。 
将 Alest DEC) 写成 
AË = A0Ë + A(1 — p) 
E (2.13) 知 , 《1 一 中) 各 为 所 微分 算 子 , 故 AG 一 $Ë EBR 
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拟 微分 算 子 的 复合 ， 而 44 各 则 是 Fourier PARTADA 
子 的 复合 。 为 方便 起 见 ,我 们 仍 用 同一 个 记号 S t ës) 表示 
由 (2.12) 及 (2.13) 所 给 出 的 位 相 函数 。 根据 第 三 章 推 沦 2.1 知 ， 
复合 算 子 的 位 相 是 SCx,1,8,s) — yE). la 
RCC) = (PEPCase) 
` = @,— Alst, DO) ™ [eisat 


Xxst5 6 5) BE, sJ) 
按 第 三 章 推论 2.1 中 的 《2.28), (2.29), 上 式 可 写成 
Rss plet) 一 (CO OO CHR 2 DL: (2.14) 
此 处 r(x, r, Ess) 有 如 下 渐 近 展开 式 
r(z,8,s) ~ SE + DE = alxst, 8s)ECx,1, £4) 


一 2 Lata SADE, t, E, eee] a, 


89 (215) 
其 中 
(x. E89) = Syst Ess) 一 SCzyto 上 5) — (y 一 z,S,> (2.16) 
将 2 用 D 代入 , 则 每 个 ;在 (2.15) 2635 63883 
AWA = (S, 一 a(x;,txS,))8_(z,r,E,s) + Dey 


— S (6,2(z8,.))D, 2 (z, E,s) 


n 


-4 212 (DB (ns) 


x Bs S12156,5) + r 
RR Se e ERES, 

3⁄ (2.15) 中 关于 点 的 同 次 项 合并 , 并 令 它 们 为 零 ， 则 注意 到 
3 满足 (2.5)， 我 们 得 到 了 - -组 方程 

Di3 — 27G6;,a(z,r,S.))D, č- + BCzstci3)2 


val 
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= P arsts; Sot tsë) (5217) 
此 处 Fo = 0, PiE C(L Tl), Blest, s; S) 的 形式 也 容易 
通过 计算 得 到 。 方程 组 (2.17) 称 为 迁移 方程 。 

现 对 上 述 方程 组 配 以 初始 条 件 

¿|= = ple), Z| j= 1,2, (2.18) 
$E (2.17) RARR SERR 对 每 个 i 就 可 得 到 两 个 关于 未 知 
函数 Res-; 及 Imz-_; 的 一 阶 线性 偏 微分 方程 .它们 具有 相同 的 一 
阶 主 部 , 且 0na 及 召 均 属 于 CCL0,T]l S). 因此, H Ə;,a (z, 
5 S,) 在 Re X [se T] x RA(0) 上 的 实 有 界 性 可 以 推 知 初始 值 
间 题 (2.17),C2.18) 有 解 。 记 此 解 为 Z Ge Es), CAT CEs» 


T], S), fE E Cesis Ess) ~ Be, nEs) B$ ¿= Z + 


G — $G), ME :一 时 ë= 1, KERR 2 5 Eel 
M 时 可 能 不 相等 , 而 在 此 时 (2.13) 成 立 , BK iA G.15), PD 
知 r(z, ts Es s) E CAEs,T], Se). 
改写 (2.14) 中 的 RG, s) 为 如 下 形式 
Rs Jolet) — (2) fanartn er Ceesg) 
X (Ë, s)dE 
显然 ,对 变量 z, ER Cest) ES ”时 :也 可 得 
EESE ED et E :) es 
因此 RG, z) 可 以 视 为 一 个 一 co 阶 拟 微 分 算 子 , 即 RG, ) e CX[s, 
bL") FE (22) 中 第 一 式 成 立 。 又 因为 2(z,r,8,s)|,= = 1 
及 estss) 一 《x,5), 故 (2.2) 中 第 二 式 也 满足 ， 定 理 证 毕 ， 
至 此 ,我 们 已 找到 了 Cauchy 问题 (2.1) 的 拟 基 本 解 。 利 用 它 
也 可 以 得 到 Cauchy 问题 的 近似 解 世 ECK[0, :]，5D'(R"))， 即 
它 与 准确 解 we CCO, ils 2'(R*))22E € CI([0, z], c=(R°)). 
可 以 证 明 , 名 为 下 述 问题 的 解 : 
I D- Aest, D.) E= frst) mod CK CRD) Co 19) 
le = Ce) 
这 里 ,我 们 假设 wkz)E #'(R°), 1x,2)€ CK[0 T],#' (R°)). 
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于 是 , 作 
多 < = 各 (170)aoCe) + 站 CFxss)ds (220) 


它 就 是 所 求 的 近似 解 。 因为 以 :一 0 1A (2.20) 即 和 (2.19) 中 
的 初始 条 件 满 足 。 而 将 算 子 P= D, 一 4(x,t,D:》 作 用 于 (2.20) 
的 两 边 ,可 得 
Pi ~ Kæst) + RC, Ouale) + 站 RC, Cess )ds 
根据 定理 2.2 中 所 述 的 算 子 RO) 的 性 质 , 即 知 它 满足 (2.19) 中 
所 示 的 方程 . 
通过 以 上 的 讨论 ， 我 们 虽然 用 拟 基 本 解构 造 了 Cauchy 问题 
《2.1) 的 近似 解 , 但 是 还 不 能 得 到 其 准确 解 。 效 得 (2.1) 的 准确 解 
的 一 个 方法 是 先 设法 得 到 (2.1) 的 基本 解 ,然后 由 此 基本 解 作出 其 
准确 解 。 这 里 所 说 的 基本 解 是 指 下 述 算 子 方程 _Cauchy 问题 的 解 
人 = (D, — A(x, i, D.))EC(:, = 0 (221) 
Elm I 
RRKT. geo 
H. Kumano-ge 已 证 崩 了 这 种 基本 解 的 容 在 福 ( 地 [12]).。 他 
KODEER EE(1,s》 寺 发 ,把 求 基本 解 的 间 是 化 成 求解 一 
个 核 为 拟 微 分 算 子 的 Voltera 型 的 积分 方程 ,并 应 用 具 多 重 象征 
的 氢 微分 算 子 解 出 此 积分 方程 。 在 这 里 ， 我 们 仅 将 其 结果 叙述 如 
下 : 


定理 23 存在 象征 e(zx,1,$,s)e CKT], S) WERE 
及 5S(x,1,#,5》 所 构成 的 Fouricr 积分 算 子 ECs) 是 (2.1) 的 基 
本 解 。 

利用 这 个 结果 可 得 关于 (2.1) 的 准确 解 的 表示 定理 ; 

定理 24 对 于 Cauchy 问题 (2.1), 设 fCz,2) € CXI0,71, 
H), u) € 昌 ， 此 处 二 可 取 为 空间 Z, E'R H, 则 存在 唯一 的 
解 (xst) E CK[0,T], B), 谋 对 应 地 取 为 @, DRH, 且 有 如 
下 的 表示 式 
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alast) = BCco0)xoCe) 十 f Beys)fCzss)ds (2225 


最 后 我 们 指出 ， 如 果 在 《2.1) 中 出 现 的 4 代表 一 个 算 子 矩阵 ， 
或 者 是 具 复 值 主 象 征 的 拟 微分 算 子 时 ,相应 的 讨论 就 要 复杂 得 多 . 
当 4 表 示 一 个 拟 微 分 算 子 矩阵 时 ， 对 于 严格 双 曲 组 的 情形 ，H， 
Kumano-go 进行 了 研究 《[13])。 而 对 于 非 严格 双 曲 组 的 情形 , 将 
涉及 到 重 特征 问题 , 尚 有 很 多 问题 有 待 解决 。 又 对 于 4 的 主 象征 
取 复 值 的 情况 ,(2.1) 型 的 Cauchy 问题 在 复位 相 的 Fourier 积分 算 
子 理论 中 有 讨论 ( 见 [141, [26])。 


5 3 偏 微分 方程 解 的 客人 性 分 析 


本 节 中 我 们 将 讨论 偏 微分 方程 解 的 光滑 性 问题 ， 也 就 是 对 解 
的 奇 性 进行 分 析 . 这 里 所 说 的 奇 性 点 是 指 解 为 非 C” 的 点 ,或 者 从 
微 局 部 的 观点 来 说 ,是 指 解 的 波 前 集 ， 因 此 ,在 前 两 节 中 讨论 过 的 
微 局 部 化 简 、 拟 基本 解 等 都 是 研究 解 的 奇 性 的 合适 的 工具 ， 因 为 
在 应 用 这 些 工具 时 所 带 来 的 微 局 部 光滑 函数 的 相差 并 不 影响 对 奇 
福 的 分 析 。 在 本 节 第 一 段 我 们 叙述 一 些 有 关 亚 椭 贺 算 子 的 结果 ， 
从 奇 性 分 析 的 角度 来 说 ,它们 是 性 质 最 好 的 算 子 。 


一 、 亚 椭圆 算 子 . 
定义 3.1 W PER OCR 上 的 拟 微分 算 子 ， 若 宇 
sing suppu = sing supp Pu Wue 22°(Q) (3.1) 
WIE P ETR, 
HARDA TARGETA, (3.1) 等 价 于 
sing supp «Csing supp Pu Yue @2'(Q) (3.2) 
利用 上 述 定义 又 可 得 ， 算 子 了 为 亚 柱 贺 算 子 的 充 要 条 件 是 : 
对 任意 的 开 集 w C Q K x€ Do), 4 Pue co) 时 有 ue 
C~(w)。 注 意 此 处 应 是 9 中 任意 一 个 开 子 集 ， 这 是 因为 存在 某 
些 偏 微分 算 子 , 它们 对 0 中 基 些 特定 的 w 而 言 有 Pa € => 
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“€ C"(o) 的 结论 ,但 不 成 立 (3.1)， 便 如 ,在 
Q = {x y)€ Rl < V + y' < 2) 
中 的 算 子 


=: _ ya 
P= at! 
当 取 w 一 O 时 ,上 述 结论 成 立 ,但 是 (3.1) 不 恒 成 立 , 因而 P 不 是 
亚 椭 贺 算 子 . 
定义 3.2 PERE 0CR” 上 的 一 个 拟 微分 算 子 , 若 对 任 
意 “€ 多 (8), 有 


W F(u) = W F(Pu) (3.3) 
MJ P PS PAS. 


同样 ,由 拟 微分 算 子 的 拟 微 局 部 性 (第 二 章 (3.7)), (3.3) 等 价 


于 
W F(#z)CW F(Pa) (3.4) 
显然 , 由 (3.3) 可 以 导出 《3.1)， 但 反之 不 一 定 正 确 。 因 而 严 
格 亚 权 圆 算 子 必 定 是 亚 枉 圆 算 子 , 而 反之 不 然 . 
由 经 典 理论 知 道 ,对 Laplace F (3.1) 成 立 ,，《3.1) 也 是 具 
C” 系数 的 楷 贺 拟 微分 算 子 的 共有 特性 。 此 外 如 热传导 算 子 也 是 
亚 燃 贺 算 子 ， 对 于 常 系数 线性 偏 微分 算 子 的 亚 精 加 性 已 有 许多 代 
BASDEN (LLEI). 
下 面 我 们 将 利用 算 子 的 左 拟 基 本 解 和 左 徽 局 部 拟 基 本 解 来 讨 
WORN RPE, 
类 似 于 第 一 章 定理 4.5 的 证 明 , 可 得 下 面 的 结论 : 
定理 3.1 设 E 为 C2(9) 一 C“(9) K #'(Q) — D'a) 的 
线性 连续 算 子 . 若 它 的 分 布 核 E(z,y) 在 0X Q 的 对 角 线 外 是 
Ch 的 , 则 对 任意 se @ (9) 有 
sing supp Eu C sing supp w 《3.5) 
推论 3.1 设 P 是 开 集 OCR” 上 的 拟 微分 算 子 , 若 存在 满足 
上 述 定 理 条 件 的 算 子 E, 且 使 得 
R=EP—I (3.6) 
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是 一 个 光滑 算 子 , 则 了 一 定 是 亚 补 兄 的 。 

证 . 任 取 8 中 开 子 集 w 及 <€ #'(oY. 对 x€ o, 若 x Esing 
supp Pu。 则 由 定理 3.1 知 x Esing supp EPu， 又 因 R 是 光滑 算 
子 , 故 z € sing supp Ru。 于 是 ,由 w = EPu 一 Ru 知 x€sing supp 
#。 人 队 而 《3.1) 成 立 。 故 是 亚 糊 圆 算 子 .推论 证 毕 . 

推论 3.2 若 对 Pe L"(Q), 存在 左 拟 基 本 解 E € L(a), WJ 
P REHAN. 

由 此 又 即 可 知 , 粮 圆 算 子 必 为 亚 椭 殴 算 了 于。 事实 上 ,将 第 二 章 
的 (3.11) 在 底 空间 上 投影 也 可 得 此 结论 。 

我 们 在 此 指出 ,在 第 二 章 中 引 人 拟 基本 解 概念 时 ,首先 要 求 它 
是 氢 微分 算 子 (与 本 章 第 一 节 引入 Cauchy 问题 拟 基本 解 时 相仿 )， 
这 一 限制 实际 上 可 以 放松 。 这 样 的 放松 可 以 扩大 所 基本 解 方法 应 
用 的 范围 。 例如 ， 我 们 若 抬 满足 条 件 (3.6) 的 卫 称 为 算 子 了 的 
拟 基 本 解 , 则 只 要 它 满足 定理 3.1 的 条 件 ， 算 子 了 就 是 亚 精 图 的 。 
F. Treves 正 是 利用 了 这 种 方法 研究 了 狭义 主 型 线性 偏 微分 算 子 
WIRE (CHL [24])， 得 到 如 下 结论 。 

定理 3.2 设 p(x, D) 是 在 9 上 给 定 的 具 C” 系数 的 狭义 主 
型 线性 偏 微分 算 子 , 若 它 的 主 象征 P.G) 满足 条 件 : 

CP) 对 满足 条 件 Paltok) = 0, VasRe(zp, (xo 8.) 天 0 的 
EIA Cebe TONO) 以 及 复数 z€ C, 4 Im(zP,) 限制 
在 Re(zpw) 过 《am 所) 的 次 特征 带 上 时 不 变 号 ， 

C2) HER CP) 中 所 述 的 每 个 (xo, E) fz, 当 Im(zP,) 
限制 在 ReC(zpm) 过 (xo, 缉 的 次 特征 带 .上 时 , 它 在 《xo,) 的 任 
一 邻 域内 不 恒 为 零 ， 

则 PCD) 在 9 内 为 亚 权 贺 的， 又 (把 ) 也 是 p(x, D) 为 亚 
椭 区 的 必要 条 件 . 

特别 , 当 算 子 p(z,D) WERE Pole) ERNY, (2), 
(2) 均 是 必要 条 件 。 

由 此 定理 可 知 , 当 非 椭 涟 主 型 微分 算 子 PC, D) EREE 
实 值 时 , R (2) 不 成 立 , 从 而 一 定 不 是 亚 禄 贺 算 子 ， 严 格 双 曲 
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算 子 就 属于 这 种 情形 . 
关于 具 重 特征 的 算 子 的 亚 椭圆 性 的 讨论 , 可 以 参阅 A. Meni 
koff 的 综合 性 文章 [16]. 
现在 讨论 拟 微分 算 子 的 严格 亚 精 贺 性 ， 利 用 第 二 章 的 定理 
2.5 可 得 
定理 3.3 设 E 为 C(A) —> CA) 及 Z'(Q)— DAK 
线性 连续 算 子 , 若 它 的 分 布 核 的 波 前 集合 于 T*(Q x Q) 的 子 集 
{Cz,x;， 一 5)} 中 , 则 对 任意 ne e'a) 有 
WF(Es Cw F(u) (3.7) 
推论 3.3 设 P 是 开 集 8CR* 上 的 拟 微分 算 子 , 若 在 (xo E) 
点 的 令 域 中 存在 左 微 局 部 拟 基本 解 EELA), WHER uE 
多 (8)， 当 (xo, 名 )EW F(Pu) 时 有 (xo,50)EW F(u). 
证 明 可 念 第 二 章 的 定理 3.3 给 出 。 事实 上 , ED PIE (ze 
E) 领域 中 的 左 微 局 部 拟 基本 解 , 则 R 一 EP 一 了 在 (xe, E) 邻 域 
中 是 L“ 算 子 , 故 《zo 如 )EW F(Ru), MH 
W F(2)CW F(EPu) UW F(R CW F(Pu) UW F(Rau) 
即 知 (z£) E W F(u), 
HERRERA, BEEDLEOT2S204S VABLPECT. E ER 
一 类 严格 亚 柱 圆 算 子 是 次 梢 圆 算 子 。 
定义 3.3 对 于 在 8 上 的 w 阶 拟 微 分 算 子 P, 若 存在 实数 8 > 
0 及 :使 对 任意 uE H(A) N P'a), 4 Pue HCA) it, ue 
HQ), WIK P Empa. Jab 8 是 任 一 实数 . 
为 建立 次 椭圆 算 子 的 严格 亚 椭圆 性 ,我 们 又 引入 如 下 的 定义 。 
定义 3.4 ME x€ @'(Q) 及 (zo E)E TANO B 
# z€ H'(Q)f12”(Q), E (eos 5H)EWFCw 一 v)， 则 称 x 在 
Gas) S H. WA ze 有 too 
显然 s€ Hepo STEE x PRU AE E 8983558 r, 
使 得 对 任 一 $e CRU), ， 
和 xz(S)1L + |E) e LXT) G.8) 
类 似 于 第 三 章 第 三 节 中 给 出 的 拟 微分 算 子 的 H: 连续 性 ,我 们 
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有 : 若 4 为 mw 阶 恰当 支 拟 微分 算 子 ,wE sseo， 则 Au E HU. 
事实 上 ,由 定义 3.4 将 * DER utu H u € EN E'A), 
的 不 以 (Gos Eo) 为 其 波 前 集中 的 点 ,再 由 第 三 章 引 理 3.1 立刻 得 上 
述 结论 。 

ERIA VPE Q Fm W BL T, 为 任意 实数 ， 
s€ (Q), RE (xo E)E T*(Q)M0) 处 有 Pue Hiyo 
K€ HGT, 

证 ， 因 为 在 一 点 的 领域 内 一 个 给 定 的 分 布 总 是 有 限 阶 的 ， 所 
以 存在 实数 r 使 we Hiwso， 取 (zo 后 ) 在 TACNO) HREN 
域 U xr, 使 对 任 一 点 (x3,5)E U x P, BA s€ Hub 以 及 
Pa € Hüb. 

以 下 不 妨 设 r <+ m — 1, BUH P 2 m Br ki T 05 
定义 并 将 * DR HOON P(A) 分 布 w SEERE (zo E) 点 
的 分 布 四 之 和 ， 立 刻 可 得 定理 揭 结 论 。 当 ， 魏 : 十 如 一 1 时 ， 
1 一 7 关 1 一 m。 取 2 为 ”一 : 阶 报 微分 算 子 ,使 得 (zxo, b) 不 是 
9 的 特征 点 ,而 且 @ REHEAT U x 了 之 中 ,由 

Qu € HCO NG QO), OPu€ HAQICHT "(0) 
又 将 POs BA 


POu = OPu + [P, Q ]u 《3.9) 
式 中 [P, 0] 为 r+ 一 ;十 m 一 1 有 阶 拟 微分 算 子 ， 故 [P, Qlue 
Hia), 联合 QPue HCA), RIA POuE H+1-"*(Q). F 
EIREANN Cue mta). 

由 8 的 取 法 知 (zo E) AOR ODRA R KERA 
附近 存在 8 的 一 (r 一 s) MERE 86 1 35 2k 8, 于 是 可 得 知 
aE Hio Bh s€ Hü, 

这 样 我 们 将 # 在 《x 与) 点 的 光滑 性 改进 了 5 阶 ,重复 上 述 
过 程 多 次 , 邯 可 得 所 需 之 结论 . 定理 证 毕 . 

推论 3.4 次 枉 圆 算 子 为 严格 亚 顶 圆 算 子 . 

推论 35 在 次 棋 圆 算 子 的 定义 中 只 要 求 对 某 个 实数 * 成 立 

s€ HOON GQ), Pu € HHQ) => ue HQ) (3.10) 
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BE 3.4 易 知 , (3.10) 对 任意 实数 s 均 成 立 。 

大 家 知道 , 当 P 了 是 m 阶 椭圆 算 子 时 , 由 Pu € H'(Q) 可 以 得 知 
s€ H'+"(8)， 但 对 这 里 的 m 阶 次 椭 副 算 子 而 言 ， 仅 能 得 到 m 一 
l+ ó 阶 的 光滑 性 的 改进 .相对 于 枉 圆 算 子 而 言 ,定义 3.3 中 的 次 
祖 圆 算 子 引起 了 1—3 阶 导数 的 亏损 。 

有 关 次 档 同 算 子 的 讨论 可 见 L. Hairmande 的 综述 性 文章 
[ll]. 


二 、 解 的 奇 性 传播 


当 拟 微分 算 子 P 不 是 亚 椭 贺 算 子 时 ,方程 Pu 一 WEET 
为 C” 的 区 域内 仍然 可 能 有 奇 性 。 方程 的 解 * 的 奇 性 分 布 和 算 
子 P 的 特征 有 密切 的 关系 .例如 由 第 二 章 定理 3.3 知 W F(u)C 
W F(Pu)Uchar P， 当 Pu = f€ C 时 此 式 即 化 成 WFG) 
char P， 这 就 可 理解 为 在 Pu 为 C” 的 区 域内 * 出 现 表 性 的 原因 就 
在 于 char P 的 存在 , 但 是 ,一 般 来 说 char 是 Ta) 中 一 个 
22 一 1 维 子 集 ,以 它 来 刻 划 的 奇 性 分 布 尚 媒 太 粗粮 ,为 此 ,必须 
作 更 进一步 的 讨论 。 王 面 就 ?为 具 实 主 象征 的 主 型 算 子 情形 进行 
讨论 ， 

我 们 讨论 问题 的 大 致 步 屋 为 : 首先 对 所 讨论 的 算 子 进行 微 局 
部 化 简 。 然 后 ， 再 借助 左 微 局 部 拟 基 本 解 分 析 奇 性 的 分 布 情况 . 

设 P 是 一 个 具 实 主 象征 的 主 型 算 子 。 将 它 与 一 个 粮 夯 型 拟 微 
分 算 子 复合 ， 使 复合 后 的 算 子 化 成 一 个 一 阶 的 具 实 主 象征 的 主 型 
算 子 。 再 由 定理 1.6 A, C5 D, 成 Fourier 等 价 。 因 此 , 我 们 应 
首先 弄 清算 子 D, 的 解 的 奇 性 传播 情况 . 

为 此 先 考察 Du 一 0 的 情形 。 由 分 布 理论 知 , 它 的 解 * 是 与 
z, 无 关 的 分 布 的 全 体 , 记 z Gott x E = (Entit 
54-1)， 则 ww 可 以 认为 R 空间 中 的 分 布 在 投影 映射 x:(x'， 
xze)F>x 下 的 后 拉 , 即 z 一 x*v， 于 是 由 第 二 章 定 理 2.2 有 

WECu)CEC x0; 0); ("8°)€ W FC)} 

另外 ,我 们 也 可 把 "作为 R° 上 上 分布 * 在 映射 e> (z', z.) FE 
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十 拉 。 央 而 上 式 应 取 等 号 , 即 . 
WE(u) = {Casan E0); Cx, )E WF} GA) 
这 表示 W F(a) 应 是 特征 集 5, 一 0 LEAR, 且 它 在 洛 z, AN 
向 平移 的 变换 下 不 变 。 于是, 若 (ro 5)€ W F(u), PR š 0556 
# 个 坐标 是 0, 又 记 e, 是 沿 x 轴 方 向 的 单位 矢量 , W| Crosio) + 
ten €E WF(u), EREI (z, Ea) + ten 正 是 D, SLR (xe Ë) 的 次 特 
征 带 上 点 所 成 的 集合 ,因而 , = 的 奇 狂 局 部 地 沿 着 由 《mo 名) 点 出 
发 的 次 特征 带 传播 。 
上 述 结果 可 以 推广 到 Dau 一 了 为 非 零 C 函数 的 情形 . 
引 理 31 设 Duu =f, ue (Rr). 若 (xo Eo) € W F (uN 
丈 F(f1)， 则 对 适当 小 的 8， 当 U| <5 时 有 (xo Eo) + 1en€ 
WF(¿NW FP(J)。 这 就 表示 , 在 余 切 从 上 的 波 前 集 外 , x 的 奇 性 
WEA (rok) 的 次 特征 带 传播 . 
证 ,由 于 D, 是 常 系数 微分 算 子 , 我 们 可 以 作出 它 的 基本 解 ， 
将 D, 的 支 集 在 z, 之 ys 与 z, 所 y。 中 的 基本 解 分 别 记 为 E; 与 
Ez, 则 它们 的 分 布 核 应 当 是 
Eš(z,y) = 18C — y)H(x, — ya) (3.2) 
E;(z,y) = ible — y')H(y, — z.) 
式 申 == (aisit tataa) Y = (is sYa) HO) 是 Heaviside 
函数 . 
我 们 先 求 出 Er 的 波 前 集 ， 由 (Ez 一 Es)(x,y) = ;6(z'—y') 
可 知 ,对 任意 $(x,y)€ CIR x R), 有 
(Et — Ez)(x,y), (z, y)5 


一 Jaz — y')e(z,y)dxdy 


一 2)" em gs, yazdyd8 
从 而 据 第 二 章 定理 3.1 有 
WE(Et — 六 3JCCe = { (23y; my Oo A O, 
Ea ha = 01 (3.13) 
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由 于 在 R" Xx R° 的 对 角 线 外 ，E# 中 至 少 有 一 个 为 零 ， 此 时 
WF'《E#) 可 以 直接 从 《3.13) 导出 , 为 讨论 在 对 角 线 上 的 点 , 将 
EWA ix — y') 与 H(z, — ys) ORD AA 
W F'(8(z=' —y)CC, 
W F'(H(z, 一 Jo)DCC = [(z,y;E,1);Ë = w' = 0, 
En = yas Ë, = nx > 0) 
据 第 二 章 的 定理 2.4 可 得 
WF'(E$(z,y))C(C, + CUCU ç' (3.4) 
《3.14) AI (x, z, Ë, n)) 2321828 TIRNO) x TARA 
{0} 之 对 角 线 。 因 此 我 们 可 得 
W F'(E;(xz,y))CCC;UA 
= {syifa ha = yE = w = 0, En = n. = 0, 
Xa > ya) U((z,z,E,8); E >= 0) (3.15) 


同 理 有 

WF'(E,(z,y))C C; UA 

= {leyin = yE = g A 0 ,0 
Za yn} UEC EERE 2 0) (3.16) 

现在 就 可 以 借助 WFD 导出 引 理 的 结论 。 若 已 知 Go 
E)E W F(ANN\W F(f). 则 由 (zo Ea) € char (Ds) 可 知 Eon = 0, 
又 由 于 WFO 的 余 集 是 开 集 。 故 可 取 8 RAMMER 1 | < 8 
Ef (zo 82) + e,€W FCG). 再 取 pe C?CR"), 使 得 spppCfz; 
lz — * | <), HE z 的 更 小 邻 域内 为 1。 

& v= gue #'(R'). g= Dw = Dalou) = pf + uD, ps 
于 是 


z F(g)CW F(g])U W F(eD,g) (3.17) 
由 于 到 为 基本 解 ,，g 一 Duwe #'(R°), MA v= Eže, Mit 
第 二 章 的 定理 2.5 有 
WF(°)CÍ1W F(g)U C oW F(g)} 
门 1 F(g)U CsoW F(g)} (3.18) 
因为 p(w) E z 邻 域 中 为 1, HA Ceos So)e WECO), (aos Ea) È 
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WFCg). ikh (3-18) 知 

Crosa) E€ {CHoW FCE} NN {CioW F(g)} (3.19) 
从 而 存在 a> 0 及 s<0 fE (zo E) + tere WFC), i=l, 
2, 将 此 结果 代入 《3.17)， 并 注意 到 (zo, E) + ne, € W F(9f), 
即 得 


(xoË) + tien € WECuDap) (3.20) 
这 就 表示 (ao Eo) 十 ne,€ W FG), H (zo Eo) + tiea 在 supp 
(Drp) ZA. RUWE p RISRRIZETI AIE Cros Eo) + hies € 

丈 F(Gz) 的 请 可 以 任意 接近 于 零 FEW EHE (x0,50) + tes 
G < aB 88 F B E 本 Fo) 中 的 点 均 为 WFCw) 的 极限 点 
县 同时 为 左右 极限 点 ， 然 后 利用 简单 的 点 集 论 知识 易 得 ， 对 Fl 
< 中 所 有 的 ;, (ah) 十 ies€ WF(w)。 引 理 证 毕 . 

利用 此 引 理 容易 导出 如 下 的 具 实 主 象征 拟 微分 算 子 的 奇 性 传 
播 定理 。 
定理 3.5 设 PELO) 是 恰当 支 的 , 它 的 主 象征 PCE) 是 
齐 次 实 值 函 数 。w€ @'(Q), Pu = f, WE 
W ECU NW FCO) CP CO) (3.21) 
HE Hamikon 场 H, 作 用 下 WEWEG) RE. GRETE 
WA PO) 上 的 次 特征 带 传播 。 

”证 . 取 8 为 1 一 m 阶 椭 贺 拟 微分 算 子 , 使 它 的 主 象征 是 实 的 
齐 次 正 函数 .将 与 P 复 合 ，9P 和 了 有 间 样 的 特征 与 次 特征 带 ， 
Hho 知 WF(987) = WF(1)。 由 于 复合 后 的 QP e 
LKQ)， 因 此 只 要 对 PE LX《Q) 的 情形 证 明 本 定理 就 可 以 了 . 

设 (wo 82) € W FGONW FG), Mass 3.3, (xo, 0) € 


char P, Æ Hs E (xo E) 恰 取 锥 轴 方 向 š r. 则 过 此 点 的 次 


特征 带 就 是 锥 轴 ， 由 W FGONW FG) 为 锥 子 集 的 性 质 知 定理 成 
X. 


因此 我 们 只 要 研究 H, fE Cro E) 不 与 锥 轴 方 向 平行 的 情形 。 
此 时 ,由 定理 L6, fE (zu Ë) 点 的 锥 邻 域内 存在 一 个 齐 次 典 则 变 
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# z, 以 及 与 它 相 联系 的 籽 贺 Fourier 积分 算 子 了, 使 有 
(ze yas; Eon mo) Š W F'(PF — PD,) (3.22) 
EË (yam) = Troi). BI BRET 1 8868585881 
Fourier 积分 算 子 F,, 使 有 
(ze toio 5o) € W F'(F P, — 1) 
(0576; sm) Š W F'(F,F — 1) 
由 此 又 易 推 知 
CYos xo; ms Eo) Š W F'( FP — D,F,) (3.23) 
令 = Fu 22', MH (zo EJE W F(u) 可 知 (yo na) € 
WF(v)。 另 一 上 方面, Da = D,F,# = F,Pu — (F P — D,F,)u, 
#& Hi (3.23)D1 R (zo; 8) € W F(Pa) 可 推 知 (yo 6) €W F(D,o), 
这 样 ， 我 们 就 有 《yos n) E W F(oDNW F(D,>). 由 引 理 3.1， 
WEU) 应 包含 算 子 D W (yam) AKRE E Oon) 点 
令 近 的 一 段 ， 由 与 则 变换 下 次 特征 带 的 不 变性 可 知 ,到 FE(x) 也 应 
.包含 算 子 了 通过 《xy 名 ) ARKE E (oë) 点 邻近 相应 的 
一 段 ,这 就 证 得 了 奇人 性 沿 次 特征 带 传播 的 结论 。 定 理 证 毕 。 


[ 例 ] 设 了 是 流动 算 子 和 一 Sp 它 的 象征 Peset) 一 


z — |E @& PCO) = 1(z,6;E, +|8|),ë 6 0]. PE Cros tos Eos 
JED 点 的 次 特征 带 是 下 述 问题 的 解 
dri de y, dEi ~ 0, dr 0 
I ds ds ds ds 
CEt, E3T)| — = Costoso + |El) 
EEE (zons; E JEJ) 点 的 次 特征 带 是 
x— xa = lEs, I— = +2|5[: 
E= E n = + |El (3.25) 
由 定理 3.5, $ (ro tos Eos + |Ë |)€ WFW F(Pa), WÜ 
EERRRERTEDARE: 它 在 余 切 从 的 纤维 上 的 投影 不 
变 , 而 在 底 空间 上 沿 特 征 锥 |x 一 z |° — G 一 4 的 母线 传播 这 
一 结论 显然 比 第 一 章 中 关于 波动 方程 解 的 奇 性 分 析 深 入 . 
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进一步 的 讨论 还 可 得 到 更 精确 的 结论 . 

定理 3.6 设 Pe L"(Q) 是 恰当 支 的 , 且 具 有 实 的 主 象征 。 又 
B s€ @'(Q), Pu 一 了 。 若 在 次 特征 带 上 的 一 段 7Y 上 Pue Er, 则 
只 要 在 Y 上 有 一 点 处 ze HH, 就 有 整个 7 上 ze Ht" 

些 定理 的 证 明 可 参见 [5]. 

当 ? 的 主 象征 是 复 值 时 , 解 的 霄 性 传播 在 [7],[9] 中 有 讨论 ， 

下 面 再 讨论 一 个 Cauchy 问题 中 解 的 奇 性 传播 问题 。 以 双 曲 
型 拟 微分 算 子 的 Cauchy 问题 为 例 ,讨论 

I (D, — A(x,t, D,))x = 0 
ulim = (z) 

此 处 4 的 主 象征 a(x,1,5) 是 实 值 .在 $ 2 中 已 经 知道 , (3.26) 的 
解 Çat) 可 表 为 ? 


(3.26) 


uli) = Elm (3.27) 
其 中 EO 是 如 下 形式 的 Fourier 积分 算 子 


Bp = (2195 careoeCroog28(9)09 (8:28) 
H S(z=,;,n) 满足 


Sı — a(xz,z,S,) = 0 
{ 9 G29) 
出 此 可 得 如 下 的 奇 性 传播 定理 。 
定理 3.7 itul) 是 (3.26) 0988 (3.27), WA 
W P(x(z)) = C(2)eW P(s(0)) (3.30) 


此 处 CLCy, mn) 表示 由 (y, n) 出 发 的 次 特征 带 在 参数 取 * 值 

时 的 位 置 , 因而 (3.30) 也 表示 解 * 在 时 刻 z 的 奇 性 是 由 初始 条 件 
wz) 的 奇 性 沿 次 特征 带 传播 到 时 刻 * 的 结果 ， 

证 ,和 (3.28) 所 表示 的 Fourier 积分 算 子 对 应 的 典 则 变换 是 

TD :x5a(xs 50)) > (S,(z,r,n)>n) (3.31) 

这 个 典 则 变换 的 图 象 就 是 ECO 的 Lagrange 流 形 ， 它 包含 集合 


D 如 果 我 们 不 应 用 定理 2.4， 可 应 用 (3.26) 的 近似 解 ,但 这 也 不 影响 关于 青 姓 伟 
播 的 分 析 . 
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WF'(E(0). 所 以 有 
W FCU) = row F(a(0)5 (3.32) 
我 们 指出 ,由 依赖 于 参数 : 的 典 则 变换 re): Cyn) e (z, 
E) 正 是 由 Hamilton 向 量 场 H, BË (y, n) 点 的 积分 曲线 ， 事 实 上 ， 
后 者 即 下 述 方程 组 初 值 问题 的 解 
0 — Valat) E) 
di 


BO L gan) (333) 


sja Elaa 
将 (3.29) 中 的 方程 关于 =; 求 导 ,可 得 


as _ ða Ba _ Bs 
Ərd Ox, “U OE, Əx,Əz; 


于 是 
E CEO — Ssn) 
— db, S dry Os 
dz T xx d — Brz,8r: 
0 
di G) Bx;Ox: B84 
ða 6 PS 


Br Ör Əx;Əxk 
由 (3.33) MESTE M EO 一 SG) z, n) 在 Hs 的 积分 曲 
线 上 为 常数 . 4 上 一 0 BF, H (3.33) 5 (3.29) 的 初始 条 件 知 
ECO) 一 Si《x(0), 0, 9) 一 0。 从 而 我 们 有 
EGO) 一 Saltan) ils (3.34) 
另外 ， 
d ç (x S BS dr 
a MEn) = gnor + Gpo de 
=, BS drr 
Ən; G 5) +> i de 
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ða as 
一 站 
Bs ,dx 
二 全 机 上 ` 
由 \3.33) 知 它 也 等 于 零 . #S,Cz=G),1,n) 在 H, 的 积分 直线 上 为 
常数 ,而 Su lemo 一 S.Gy.0,2) 一 yi， 故 得 
yG) = Sr) 了 一 二 (3.35) 
这 样 ,我 们 就 证 明了 Oly) 与 CO) 是 一 致 的 。 从 
Tü (3.30) R. EMEP, 
最 后 ,我 们 指出 , 奇 性 传播 问题 的 内 容 相当 广泛 ， 它 除了 讨论 
各 种 类 型 方程 的 解 在 区 域内 部 解 的 奇 性 传播 外 ， 还 有 坷 性 在 边界 
上 的 反射 \ 绕 射 等 问题 , 奇 性 传播 问题 还 往往 与 可 解 性 问题 有 密切 
的 联系 ， 有 关 这 方面 的 内 容 , 读 者 可 参阅 有 关 的 综述 性 文献 [101， 
[151,[21] 等 。 
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附录 一 Schwartz 分 布 


Schwartz 分 布 理 论 在 近代 偏 微分 方程 理论 中 已 成 为 必 不 可 少 
的 工具 .在 这 个 附录 中 ,我 们 将 本 书 所 需 的 有 关 知 识 谢 目 列 出 ,以 
备查 考 ， 但 不 作 详 细 解 释 与 证 明 . 对 于 需要 进一步 了 解 该 理论 的 
读者 ,建议 参阅 [2],[6],[22]. 


$ 1. 线性 拓扑 空间 


分 布 可 以 作为 局 部 凸 线性 拓扑 空间 上 的 连续 性 泛 函 来 定义 。 
这 一 节 ， 我 们 首先 简要 地 叙述 一 下 线性 拓扑 空间 理论 中 有 关 的 概 
Re 

定义 11 RHAN E AHERE RA KRR RE 


数 域 C) 上 的 线性 空间 ,并 且 线 性 运算 
EXE—E, 《xy7)F>z 十 7 
Kx E—E, (à, xz) — ¿r 


关于 互 上 的 拓扑 是 连 线 的 , 则 称 为 域 K 上 的 线 米 三 朴 空间 ， 简 
记 为 TVS. ` 

命题 11 线性 拓扑 空间 的 拓扑 能 用 原点 的 邻 域 基 来 描述 。 

定义 12 设 E 为 线性 空间 , 4 为 其 子 集 ， 如果 对 4 中 任意 
z, y K R, HES a p, 只 要 ew 十 8 一 1, RA az + 8y € 4, 则 称 
4 为 E 的 是 子 集 。 如 果 对 4 中 任意 的 x 及 下 中 的 4, RE Jal < 
1 就 有 ire 4， 则 称 4 为 E 的 平衡 子 集 。 如 果 对 EE 中 任 党 *, 均 有 
Ae K, 使 得 2ze 4， 则 称 4 为 E 的 吸收 子 集 . 

定义 1.3 没 E 为 线性 拓扑 空间 ,4 为 E 的 子 集 。 如果 对 EE 中 
原点 的 任意 邻 域 V, BHA e > 0, 使 得 只 要 |4| < s Bb 

2A = (iz, z€ A}CV, 
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则 称 4 为 了 的 有 界 集 。 

注意 有 界 集 的 概念 是 对 给 定 的 托 扑 而 言 的 。 

定义 14 车 线性 拓扑 空 间 E 具 有 原点 的 是 的 邻 域 基 , 则 称 为 
局 部 上 的 线性 拓 扩 空间 ， 简 记 为 LCS. 

命题 12 为 局 部 呈 的 线 作 拓 扑 空间 、 则 存在 原点 的 平 
衡 、 吸 收 的 凸 邻 域 基 。 

定义 15 设 为 线性 空间 , 映 册 

pP:E——R.,, z pCa) 


满足 

1) PG +y) <P) + pQ), Yz, yE E; 

2) POr) = 121pCs7， Yre E, 16K, 
DIFE p 为 上 半 范 (也 称 半 柜 ). 


定义 1.6 设 E 为 一 线性 空间 ,了 为 一 数 集 , {Ahin 为 定义 于 

上 的 一 族 半 范 .以 邻 域 族 
V(zo8, F) = (z;z€ E, p(x — za) < e, Vi € I RARR F} 

定义 的 拓扑 ， 得 到 的 线性 拓扑 空间 称 为 六 范 空间 ,如 果 了 为 一 
可 列 集 , 则 E 称 为 可 列 半 范 空间 . 

命题 1.3 ”局 部 凸 线性 拓扑 空间 与 半 范 空间 等 价 , 即 任 一 半 范 
空间 总 是 局 部 凸 的 线性 拓扑 空间 ;而 任 一 局 部 凸 的 线性 拓扑 空间 ， 
其 拓扑 总 可 用 一 族 半 范 来 定义 。 

命题 1.4 半 范 空间 E 是 Hausdorff 空间 的 充分 必要 条 件 是 对 
上 中 任意 的 x 只 要 x 天 0 就 总 有 半 范 族 中 半 范 p, 使 PCz) = 0, 

定义 17 设 E 为 一 线性 空间 .在 其 上 定义 有 平移 不 变 虹 高 
P。 如 果 滤 离 函 数 o 关于 E 上 的 加 法 运 算 及 数 乘 运算 是 连续 的 , 则 
FE E DRYER RERI 篇 记 为 LMS. 线性 距离 空间 的 拓扑 是 用 


命题 1.5 _ 局 部 凸 的 线 人 竹中 高 空间 等 从 于 Hausdorff 可 列 半 范 
空间 . 

定义 上 8 完备 的 局 部 凸 的 线性 距离 空间 称 为 Fréchet 空间 。 

由 命题 15，Frtchet 空间 的 定义 也 可 改 为 完备 的 Hausdorff 


s t56 > 


这 询 半 范 空间 . 
定义 19 设 {Bi1G 一 12，……)》 为 一 列 Fréchet 空间 ,满足 
1) ECEn, 
2) E, 上 的 拓扑 与 Em 在 E, 上 导出 的 拓扑 一 致 ， 


对 集合 E 一 【JE;， 用 下 述 方式 定义 它 的 纯 扑 : VAER 
izi 


的 凸 集 . 如 果 对 i= 1,2，,…*,Vi; = VNE, 是 8; 中 原点 的 邻 域 ， 
则 称 为 中 原点 的 邻 域 , 称 如 此 得 到 的 线性 拓扑 空间 E 为 E, BJ 
TIARE, (E) H EREA. 

命题 1.6 

(1) 定义 1.9 中 的 可 列 严 格 归 纳 极限 有 是 完备 的 局 部 上 是 线性 
HIAR. 其 定义 序列 可 以 改 为 互 中 任 一 满足 所 述 性 质 的 子 序 
A 

(2) 五 在 E, 上 导出 的 拓扑 即 E, 原 有 的 拓扑 . 

《3) {fs} 为 互 中 有 界 集 等 价 于 存在 b 使 a) 为 E, PHR 
集 , 如 -二 >0 等 价 于 存在 io B 有 0 ， 

(4) E 到 局 部 凸 空间 F 的 线性 映射 # 连续 的 充 要 条 件 是 * 在 
E, 上 的 限制 为 连续 ， 

定义 1.10 设 E 为 局 部 号 线性 拓扑 空间 。E 上 的 连续 线性 泛 
BARLA FE。 称 为 的 对 偶 空间 ， 由 半 范 族 {2:(:) 一 1(-， 
a)l hea 来 定义 E 上 的 局 部 凸 拓 扑 ， 称 为 E' LOW mE 
ikla 一 sup [C> a) AE RARR) 来 定义 的 Er 上 
的 局 部 凸 拓扑 , 称 为 到 的 强 丘 扯 。 它 们 所 对 应 的 拓 夫 空间 分 别 记 
为 En 和 Es。 也 经常 将 Eu 简 记 为 E 

定义 11.1 由 半 范 族 (27C) = (Gs) je 定义 的 E 上 
的 局 部 凸 拓扑 称 为 瑟 的 慢 纸 相 。 

命题 1.7 E,F2 Fréchet 空间 ,了 为 E 到 F 的 线性 算 子 , 则 
了 活 续 的 充 要 条 件 基 对 中 任意 的 半 范 9， 存在 E 中 有 限 个 半 洲 
Po: Pa 及 常数 C， 使 得 
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xzoO<c( 之 za) 
t=1 
NEHER? 成立。 


$2. 基本 函数 空间 
我 们 先 引进 下 列 符号 


r= aron) ERHI lel = (21 A). Ramas 


` n) E T BREE (o E) 指标 , 此 处 Zi 是 所 有 非 负 整数 所 
组 成 的 ”数组 的 全 体 ， 


a 
la] = D a al = alal el, 
i=l 


m=. pP. P. 9. 
zf o Orza 
= 2 
2 xi 
一 、 空 间 sA) 


HAAR HFR., O 上 所 有 C” 函数 全 体 记 为 c=(Q). = 
是 -个 线性 空间 ， 
令 Ki 为 仙 中 一 单调 上 升 的 紧 集 序列 在 c=(Q) 上 定义 半 范 
Pia (f) = sup 10°F 
lel 
命题 2.1 cC=(Q) 用 兴 范 pix(1) 定义 拓扑 后 成 为 一 Fréchel 
， 空 间 . 加 趋 于 零 等 价 于 对 中 任意 紧 集 天 及 指标 as RE 
suplO"fnl 一 0. 
通常 将 此 空间 记 为 2(9). 但 有 时 也 仍 记 为 C"C9). 
类 似 地 ,对 非 负 整数 m, 可 对 线性 空间 C") ELET E 
之 成 为 Fréchet 空间 ， 记 为 e7) 或 仍 记 为 CA), 
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命题 22 Z(98) 中 子 集 4 为 相对 紧 的 充 要 条 件 是 4 为 (4; 
中 的 有 界 集 。 

注意 此 命题 对 2#"”CQ) 不 成 立 。 
=. 空间 多 (R") 

定义 21 如 fe C“(R")， 对 任意 指标 < 及 非 负 整 数 N. 

im (1 + DŽI —0 

则 称 f 为 速 降 函 数 ， 速 降 函数 全 体 组 成 的 线性 空间 称 为 速 降 冰 数 
Z. A (R°), 

命题 23 下 列 条 件 等 价 

(1) fe FR), 

G) Ves f, lim (x°8"f| = 0, 


(3) Vo, B> sup, |z60°7| < 十 coy 
(4) Va sup K1 + |z1D216%] < +e, 
(5) RPO 是 一 个 常 系数 多 项 式 ，2(8) 是 一 个 常 系数 线性 
RADAT WA POQOY ESR), 
(6) FONR PE), 90) A PONPA) E (R°), 
命题 24 F(R) 用 半 范 族 
PrP) = supC1 + (#1 1891 
定义 拓 扩 后 成 为 一 Fréchet 空间 ， 仍 记 为 FCR), fao 等 价 
于 对 任意 N, a, 、 
sp 《1 + |=|22218°f,| — 0 
命题 25 多 (R") 的 子 集 4 相对 紧 的 充 要 条 件 为 4 是 Ge (R°) 
中 的 有 界 集 。 
=, 空间 gN) 
RAAR 中 的 开 集 
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定义 22 设 了 为 定义 于 9 上 的 函数 、 称 点 集 {x; z€ Q, 
f(x) 和 关中 在 2 中 的 闭 包 为 函数 了 在 2 中 的 支 集 ， 记 为 suppf. 

易 见 下 式 成 立 , 

suppf = QN (z; z€ Q, 了 于 xz 的 某 邻 域 中 为 零 

记 

C2(9) = {f; fe C=(Q), supp f 为 2 中 的 紧 集 } 

设 Ki 为 仙 中 单调 上 开 紧 集 序列 , 昌 0 一 UK 

记 


CE(K) = {fs fe C*(0), supp fCKi} 
CICK) = (f; fe C”(O), supp fC K,Y 
命题 26 CIK) 定义 范 数 


Miem, = sup 18° 
EE 


后 成 为 一 Banach SF, 
Banach 空间 C2(K;) 也 记 为 Z”(K;). 
命题 27 C2CK;) 用 可 列 范 数 {jl 
定义 拓扑 后 成 为 一 Fréchet 空间 ， 
此 空间 也 常 记 为 多 CK). 
命题 28 C2(9) 作 为 {多 (Ki)} 的 可 列 严格 归纳 极限 ,是 一 
完备 的 局 部 此 线性 拓 村 空间。 f. 趋 于 零 等 价 于 存在 在 一 紧 集 天 ， 
ëU.) 多 (CK)， 旧 对 任意 整数 m > 0, 
Bp 
tajam 
此 空间 也 记 为 Za). 
类 伏地 ,作为 {ZKJ = 1. 2，… 的 可 列 严格 归纳 极限 ， 
可 以 定义 完备 的 局 部 凸 线性 拓扑 空间 多 "(0). 
命题 29 DO) 中 的 有 界 集 必 为 相对 紧 。 
注意 此 命题 对 2A) 不 成 立 。 
命题 2.10 
(1 e(Q)c #”(Q) 
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b m= 0,1,251 


emip 


DaD”) 
#Z(R')c%(R')C Z (90) 
此 处 包含 关系 4 C B EET? FpR3r, AEBETAN 
4 的 拓扑 不 比如 的 拓扑 加 。 
QEA) 在 ero) pE., Z 在 DO) 中 稠密 ， 
DR) 在 SR) HAR, Z0) 在 ea) 中 稠密 。 
m. 正则 化 算 子 
RER 9(*)e CP(BR*), 其 支 集 包含 在 单位 球 内 , 且 
F(x) 2 0, OA = 1. 
由 下 式 定义 的 算 子 J, 称 为 正则 化 算 子 


GD = [spk — uoy 
一 J.L e (z ow 


不 难 见 到 ,只 需 nE Li GR), Ju 就 是 有 意义 的 ,并 且 Jue 
c=(R°). 
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C1) 如 z€ LICR’), 1 =< p< co, WJ Ju —— 


(2) 如 ve PRY, W ; 22. 


G) 如 we A(R), W Jat Eou, 

G4) # we ØR"), BJ Jre CIR) B. Ja EDn, 

(5) 如 we BR'), 则 Jae CR) B Ja 292, 

利用 正 由 化 算 子 ， 不 难 证 明 下 面 的 命题 . 

命题 112 设 玉 为 如 中 紧 集 :, 则 存在 函数 pe Z0), PFK 
的 某 邻 域内 恒 等 于 1, Eses, 


命题 之 13 设 紧 集 天 有 有 限 开 覆 盖 |] ODK, ME p€ 
1 


HR 
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CECA), pi> 0, Be<! 而 于 KK 的 某 邻 域内 等 号 成 立 。 


命题 2.13 给 出 的 将 1 分解 为 支 集 在 9; 内 的 p; 之 和 的 方法 称 
DERDE. 


53. 分 布 的 基本 概念 


一 、 空 间 20) 

ERM 局 上 空间 P(O HAREN PCO) MAAA 
ERARRIO LND. 

类似 地 可 定义 D'K), (@"(K). 

命题 3.1 CO) 上 的 线性 泛 函 “ 是 一 分 布 的 充 要 条 件 是 对 
DO) 中 任 -一 收 策 于 0 RRRA Ubo uC) > 0, 

类 似 的 结论 对 《多 "(8)》 分 布 也 是 成 立 的 。 


命题 32 DK) = SDK 


命题 意 为 K 上 所 有 有 限 阶 分 布 在 ZK) 上 的 限制 即 为 ZK). 
推论 3.3 += 多 "(9) ERFA HERRE K, TERM 
CCK) 和 RCK), f 
lP < c(K) 2 splarpl 
lei&k(K) 


对 任意 p€ @(K) RA 
定义 3.2 对 于 s€ D(A), WRF Ek 使 对 台中 任意 紧 集 


K, 
|xe)| < CCK) PA suple 
agi 
对 任意 pe @(K) RLM Ak Za) 分 布 。 


DAF se @'(9), e€ (9)，2# 在 9 上 的 作用 所 得 之 对 供 积 在 本 书 中 常 记 为 
的 8) 或 Gasp>， 其 他 空间 也 关 似 ， 


-We 


易 见 下 面 命题 成 立 - 

命题 34 ww 阶 Da) 分 布 全 体 即 为 (多 "9))。 

命题 35 “€ 22(Q),i 一 1,2,-…， 对 任意 pe D(A), R 
限 lim uke) 存在 ,由 

uCp) = imaj(p)€ GQ) 

命题 表明 D(A) TkyB*IRbrE PF pisk 52 UJ. 

定义 33 设 开 集 Q'CQO, ms mE 22'(Q), WÈ m, m FA 
DA) 中 元 素 相 等 , 则 称 在 Q' 上 = m, 

定义 3.4 m, mé 多 0)，x€ .如果 存 在 x 点 的 邻 域 0'， 
使 在 2 上 a= us MI#KR ms o f x 点 附近 相等 . 

定义 35 x € 2'(Q), suppw 一 A\{x; x€ 0Q,# 在 x 附近 为 
中 称 为 x 的 支 集 。 

命题 3.6 o wk P(O), 在 8 中 每 点 附近 m= us WE 
Q k m = x. 

定义 3.6 we @/ (O), sing supp u = Afaire Q, x 在 * 附近 
等 于 一 个 C" BB) 称 为 x 的 奇 性 支 集 。 
=. 空间 (2) 

定义 3.7 Fréchet 空间 ACO) HARER A0) 称 为 紧 支 
分 布 空间 ,其 中 元 素 称 为 9 上 的 紧 支 分 布 . 

ARTER (Z"Y, EK), (CK). 

命题 3.7 we "90)， 则 存在 紧 集 KCO, Wc 及 非 负 整 
RO k. 使 对 任意 pe #(O), £ 

lug)l<c pA supla” P! 

命题 38 g(a) 在 Co) 上 上 的 限制 即 为 紧 支 的 @' (Oo) 
分 布 的 全 体 ， 注 意 到 Z) 在 8(0) 上 称 密 ， 这 也 就 是 说 紧 文 
分 布 全 体 即 为 紧 支 的 分 布 的 全 体 . 

这 也 就 是 称 A (0) 为 紧 支 分 布 空间 的 原 办， 

推论 39 we @'(0) 且 具 紧 支 集 , 则 必 为 有 限 阶 的。 


203。 


三 、 空间 多 '(R") 
定义 3.8 Frtchet 空间 多 (R") 的 对 偶 空 间 FR) 称 为 组 
PPPE RRT. 
命题 3.10 关系 式 
@#'(R*)C%(R°)CZ'(R°) 
依 弱 * 拓扑 或 依 强 拓扑 均 成 立 , 即 是 说 集合 的 包含 关系 成 立 ; 厕 县 
前 面 一 个 空间 的 拓扑 不 比 后 面 一 个 弱 。 


$4 分 布 的 运算 


一 、 分 布 的 导数 


定义 431 we @'(Q), H 
(bu)j(y) 一 一 Mayg) Ype ZA) 

决定 的 分 布 称 为 * 的 导数 ， 

反复 利用 上 面 的 定义 ,好 得 

uN p) = (—1) "(O°y) vpe Dla) 

由 此 可 知 ， 任 意 分 布 均 是 任意 阶 可 导 的 。 

命题 41 Bu j ES rikay 684 4838. =, TAERE” 
可 徽 , 则 等 式 依 十 典 意 义 成 立 

命题 42 uce (9),o 为 Q 中 任意 有 界 开 集 ， 则 存在 二 及 
fe C(o), 使 一 68…951 在 wo 上 成 立 。 

命题 表明 ,局 部 好看: 任 一 分 布 便 是 一 连续 函数 在 分 布 意义 下 
的 导数 ,当然 若 分 布 * 还 属于 € 或 8'， 则 它 还 有 更 精细 的 局 部 
结构 。 

定义 4.2 设 z€ R°, H 

Elp) = plr) Ype ZR) 

所 决定 的 分 布 称 为 Dirac 分 布 . 

显然 8€ #'(R°) E supp 5 = {z}. 

命题 43 it w€ #'(Q), =€ Q, suppu = {r}; WEEE 
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限 个 数 C: 及 复 捐 标 a Gmi, N), E 
¿= conan 
此 处 等 式 右边 * 当然 按 自然 延 拓 被 理解 为 ZR") 中 元 素 。 


=. 函数 和 分 布 相交 


定义 43 ac SCA), ue 2'(Q), H 
Gaa)X0)= ulap) Ype ZCA) 
决定 的 分 布 称 为 4 与 * 的 乘积 , 记 为 ex。 
命题 44 对 上 述 乘法 ，Leibniz 公式 仍然 成 立 , 即 假如 PCE) 
为 复 常 系数 多 项 式 ， 则 


PCO)Can) = EO Ca 六 ®©, 


其 中 PE) = 68"P(#). 


=, 分 布 的 卷 积 

定义 44 we D'R), pE DR), *ZI09363R25 HFR 
给 出 的 函数 

p*u — uk p = (wple — y) 

其 中 《，，* ), 表示 以 ?为 变量 的 函数 p(x — y) 被 分 布 x 作 用 
的 结果 。 

当 为 通常 函数 了 时, 上面 的 定义 即 通常 的 卷 积 。 

同样 可 定义 se 2'GR°), pE ECR) 和 we @' (R°, pE 
(R°) 时 “与 9 的 卷 积 。 

命题 45 

(1) u#pe A(R") H 6%& *% p) = (8"u) * p = u *8"g, 

(2) supp(s * p) C supp u + supp p 
eri A+B = (z+ y;z€ AEBN 

CT EG 

G) 双 线 性 卷 积 映 身 
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: PLR) x PRY — (R°) 
SR) x AR) (R°) 
SR") x GR) # (R) 
对 每 个 变 元 连续 ， 
《2) 双 线 性 卷 积 喘 庙 
*; AR) x DR) DBR) 
ER) x GBR) — @(R”) 
PR") x G(R") — gR) 
对 每 个 变 元 连续 ， 
命题 47 SET T: @(R')— LER), pT, 为 与 平移 
算 子 可 交换 的 线性 连续 算 子 的 充 要 条 件 是 在 在 ue D'R), 使 
To = uko. 
命题 48 p, pE DR), N (up)*b — utlopp) 
定义 和 5 msme D'(R"), soppum 或 supp wi 紧 ,由 
Cinku) — Cislin Kaer y) VAE DR) 
决定 的 分 布 称 为 m 与 的 卷 积 。 
命题 49 ¿ku = mku. 
命题 410 
O) 当 和 加 有 一 个 为 C” 函数 时 ， 定 义 4.5 与 定义 4.4 一 


E, Ek a= 


(2) O Cin % u.) = O'u, 1 u; = t w “u. 
(3) supp (zm #2) Csupp u, + supp tze 
命题 4.11 双 线 性 卷 积 映 射 
*: GIR) x DCR) 一 DR) 
ER) x GKR”) — FR’) 
ER) x ER) — ER) 
对 每 个 变 元 都 是 连续 的 . 
命题 412 ¿€ D'(R")(@"(R"))， 则 极限 关系 式 ; 
gs 
命题 413 @(QO) 在 Z: (O) 或 DLO) 上 稠密 。 
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成 立 


命题 414 SR) 关于 卷 积 运算 构成 一 个 有 单位 元 5 的 可 
交换 ,可 结合 代数 . 


四 、 分 布 的 张 量 积 
定义 46 R0 AR HHR, 0, AR HIR, u€ 2'(0.), 
ve Z”(9,), WH 
Ro ilay) = Luslos iles y) VICGo yE D(A, x 0,) 
决定 的 9. x 8， 上 的 分 布 称 为 * Es ç ARER, WARR, E 
为 Qr, 
命题 415 «Dom Ou 
命题 416 (Schwartz REA) SET K E ZODA) 
的 连续 线性 算 子 的 充 要 条 件 是 存在 唯一 的 分 布 te D'AX), 
使 得 
(Ka) — Kulp) Yul € D(A pl) € @(O,) 


五 、 变量 着 换 

定义 47 设 y 一 GO 为 9; 与 9, 之 间 的 c= Wy BBS, iE 
P =PO), ue D'O) 由 

Cume) = (u e(r |EN, vee go.) 
决定 的 9, 上 的 分 布 称 为 分 布 * 于 变量 替换 y — 00) 后 所 得 的 
分 布 ， 


Bx 
By 


§5. (R=) 及 #@(R°) 上 的 Fourier 变换 
一 、 多 (R") 上 函数 的 Fourier 变换 
记 D, = Lax, D* = Dh-. DZ 
定义 5.1 fe @(R°), FeR, REA 
FOE) = Jf eds 
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为 1 的 Fourier 变换 . 函数 
-y = _1 
FCC GZ 
为 了 的 Fourier 逆 变 换 , 其 中 
G; sy 一 > EZ] 


j=l 
为 = 维 空 间 的 向 量 内 积 。 f 的 Fourier BAAK HEA 1. 
命题 51 FE FRE ZR) 到 多 (R*) 的 连续 映射 , 且 对 
任意 je 多 (R")， 有 
f= ERO i= FE) 


f Ja) Ddr 


成 立 。 
命题 52 Vk je 多 (R"), 则 
Ff) = (—1)ID"F(f) 
F(D°J) = EFC) 
命题 53 设 pz€ SCR) N 


2 = 2 
fat ` dz — (2a) 人 aa 
— 
fwg=1- g 
Fr- Ooh 
成 立 ,其 中 第 二 个 等 式 称 作 Parvel 等 式 。 
=, 缓 增 分 布 的 Fourier 变换 


定义 5.2 由 
LECU) f) = Cu PCY 
LE) = G, PGD) 
TIRE A PIDIN A w BJ Fourier BË BJ tS Fourier 
FER. BBB2Y4G BJ Fourier 变换 也 记 为 名 
命题 5.4 FRERE FRY 到 自身 的 连续 映照 , 且 对 任 
"208 


Vje A(R") 


3 we gR), 
u = F F(u)) = F(F-!'(u)) 
命题 5.5 we @ (R°), Ml 
F(z*) = (—1Y5D*F(u) 
F(D"u) = F(a) 
其 中 依 c> 函数 和 D ARAE a 显然 6 FCR) 
命题 56 WF RF? LR) 到 其 自身 的 连续 映射 ， 且 
对 ue LR) 有 
| 人 aa = Qey lizel 
命题 5.7 FE FOHA L'(R')— C) 的 连续 映射 。 
命题 5.8 veg, e€ @#', BM 


~ 
uvm ü. ð 


=, Paley-Wiener-Schwartz 定理 


命题 59 we (R), Mj 
alë) -= {u,e DY € C=(R,) 
定义 5.3 ue A(R), te Co， 则 称 
ACE) = (a, ee) 
为 分 布 x 的 Fourier-Laplace 变换 。 
命题 5.10 HER 5€ C 的 全 纯 函 数 FE) 为 s€ ZR), 
suppwC BR 的 Fourier-Laplace 变换 的 充 要 条 件 是 对 任意 正 数 入 ， 
存在 常数 Cw， 使 得 
LECO < Ca(1 + || rere 
通常 称 此 为 Paley-Wiener 定理 .将 它 推广 到 分 布 的 情形 就 是 
下 所 的 Paley-Wiener-Schwartz EM. 
命题 5.11 EEE Le C, 的 全 纯 函 数 FE) 2 s€ 2 R), 
supp xCBR 的 Fourier-Laplace 变换 的 充 要 条 件 是 存在 正 数 N 及 
c, 使 得 
VECE), < CO jg |) iaia 
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$ 6. Co6oneB 空间 


一 、 空 间 HR") 
定义 6.1 设 :为 实数 ,集合 
{asne GR), C1 + LEIA) E LYR) 
BUAR 
G, sy = |, ADADA + |sl2ya8 


后 得 到 的 ”Hilbert 空间 称 为 R° 上 的 Br Coonen 空间 ， 记 为 
H (R), hE RA H. 

命题 6.1 于 拓扑 意义 下 ,下 面 的 关系 式 成 立 : 

GR ICH(R CGR")  YseR 

B ZR) + H' 中 稠密 、 

命题 6.2 当 亚 为 非 负 整 数 时 ,在 范 数 等 价 的 意义 下 , H" 可 视 
为 集合 

{uzune @'(R°), Owe LÈR”), |a) < m) 
MUAR 
22 (0% Bvr 

后 所 得 的 Hilbert 空间 。 

命题 63 RAs C 满足 > 6 则 在 拓扑 意义 下 入 

HCH 
命题 64 实数 *> 0, WU 
H = (HY 

此 处 等 式 右边 网 《H') 即 为 H' 上 的 连续 线 狂 泛 函 全 体 依 算 子 范 
数 所 形成 的 空间 。 

命题 65 记 和 为 = 维 欧 儿 空间 的 Laplace 算 子 , 则 算 子 1 一 A 
为 >H 的 双 射 线性 算 子 , 且 

NO — Aulla = Jall, 
命题 66 (CoGoaes KAEM) 设 实数 :和 非 负 整 数 满 
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k > tk 则 有 


H' cct 
E 
sup 18“| =< const lulls Yue H 
dajak 


=, 空间 H==(Q) 和 Heo) 
定义 6.2 设 杰 为 非 负 图 数 ， 实数 p 1, 0 为 R° 中 的 开 集 ， 
集合 
{ujue 2/'(Q), B"u€ L*(Q),|a| < m) 
mutA 
llena = ( X 1911 Y 
lam 


后 得 到 的 Banach 空间 称 为 Co5ones 空间 H”*(2). 
当 ? 一 2 时 , 常 将 H'O) 简 记 为 HA). 
定义 63 (O) Be(9) 中 的 闭 包 记 为 HO). 
使 题 67 HR") 一 H22(R"), 
HQ) 一 BIO) = L(A). 
BABER, HO) 是 HO) 的 真子 空间 。 


命题 6.8 设 m 为 下 整数 ,4 满足 $+ 4 一 1。 则 有 


CHAO > 8, L€ LICO} 
= 


命题 69 Wu = H”(Q), vé HCA), Wi 
(Du ohim = (—1)(u, rhaa lol < m 
命题 610 ORARAA CM 
DD) — {u; u = vlo, vE DBR) 
在 H=o(Q) AR. 
命题 6.11 设 0 为 R" 中 的 有 界 开 集 ， 正 整数 <m, WA 
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n> — W, 
f 
H**( QO)CC™ 0) 
AERAN z< r: 时 
GD)CE CD) 
HERA. 
命题 .12( 迹 定理 ) W Q — R= {Crt sz.) x, > 0}， 
设 吉 为 正 整 数 , 则 存在 线性 算 子 


7:H"(RI)—> {T H"-I-I(R"=) 
jo 


u> CT Tits Ymi) MAJE 
i) 当 ue @(R) 时 ， 
四 


s... 
tamt Ərz 


am) 


=: 
H) D lr larti < const > elimen, V€ ECR3) 
= 
命题 6.13( 逆 迹 定理 ) 存在 线性 连续 算 子 
r’: T HR > H”(R1) 


j=0 


Ou 
Yu = 一 0 一 一 
u = (ulas oge 


使 得 
7 .7 一 了 
此 处 了 为 包 等 算 了 -. 
与 上 面 的 叙述 相 类 似 ， 可 以 定义 并 讨论 微分 流 形 ( 见 附录 二 》 
上 的 分 布 ,也 有 相应 的 一 系列 结果 ， 特 别 地 ,可 以 得 到 一 般 区 域 Q 
ml 
上 的 B"(2) 到 边界 流 形 了 上 的 空间 [HAT》 的 迹 定 理 和 


相对 应 的 和 还 定 至 ,关于 这 些 内 容 , 此 处 从 略 ， 请 参阅 [231。 
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附 孙 二 微分 流 形 
$ L. 微分 流 形 的 概念 


访 形 概念 明 通 常 三 维 空间 B 里 曲线 和 曲面 概念 的 推广 ， 大 
家 知道 曲线 和 曲面 能 局 部 地 分 别 与 开 区 闻 (0,1) RAE {(z,y); 
Z+ < 1 BE. 推广 这 一 事实 , 我们 就 可 以 得 到 如 下 的 流 形 
Ex. 

定义 L1 一 个 具 可 列 基 的 Hausdortt 拓扑 空间 M ,如 果 每 一 
点 PE 必 ， 都 存在 一 个 开 邻 域 U， 使 得 5 P HR-HR U 同 
EUM A n 维 流 形 . 

由 此 可 知 ,一 个 * 维 流 形 局 部 地 是 * 维 网 氏 空间 . ik o E 
UCM KE UCR" LARIE MAHET ge U 都 有 唯一 的 
点 = o DEU 582988. RI (U, p) 
E-PERPARKE (C) -> x"(g)) 便 称 为 ? DRE 
标 。 如 泉 4 ERER Vo A) E, gEV, WAER 
A-DAN G) y). APTI E 
BA MAU vop 和 pog 分 别 是 UNP) > WEn7) 和 
HUNY) > pAUNV) ERRER, 因而 坐标 变换 


(CORE 50 < < Gy) GA) 


是 连续 的 ， 即 
多 一 所 o G= ls) 
一 0.2) 
都 是 连续 函数 ， 且 


ym FE sy) G1, ) 
w = g (PG, y) f(g, GE Latan) 
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(1.3) 


为 了 在 波形 上 建立 分 析 。 我 们 进一步 要 求 上 述 坐标 变换 是 c= X 
滑 的 ,其 相应 的 Jacobian 是 C° TREE. 

定义 12 两 个 坐标 邻 域 Usp) 和 《Pd4) 称 为 是 C" 相 容 
的 ， 如 果 在 UNV Ap hi, pop™ 和 pop 是 pLUNV) 和 
HUNP) RREA TARA. 

定义 13 HF” EREM 上 的 一 族 坐标 邻 域 49 == {CD。， 
Pa) e€ 4A}， 若 它们 满足 下 述 条 件 , 则 称 为 太 的 一 个 微分 结构 : 

a) U v= M; . 

Q) 对 任意 的 ce 4 和 8e A, Waspa)! We pe) Æ C7 
相 容 的 ; 

(3) 如 果 有 一 坐标 邻 域 V, p) 与 六 中 一 切 学 标 邻 域 都 C” 
HRW (V, 2)e u, 

具 微 分 结构 的 = 维 流 形 称 为 = 维 微分 流 形 . 

通常 称 4 为 微分 流 形 的 一 个 图 册 ， 就 象 地 球 可 以 通过 地 图 册 
里 一 张 张 地 图 去 看 一 样 ， 微 分 流 形 必 也 可 以 通过 图 其 里 一 个 个 区 
AREK. 

设 {(U。 po); se 4} E n 维 流 形 M 的 一 族 C” 相 容 的 坐标 
PRHA U U. 一 M， 出 存在 M 上 唯一 的 一 个 微分 结构 u, 使 得 


{Uaspa); a€ AJU, 
事实 上 ， 这 一 微分 结构 就 是 
U={C7 p); sp) 与 一 切 的 (Usga)(oe 4)C” 相 容 }1.4) 
[ 例 1] 殖民 空间 R° 是 z 维 微 分 流 形 ， 
全 体 m x ?矩阵 组 成 的 线性 空间 M... (R) 可 以 看 成 是 欧 氏 
空间 R”, 所 以 它 是 一 个 mn 维 微 分 流 形 . 
[ 例 2] “= 维 微分 流 形 M FRUE” 维 微 分 流 形 . 
[ 例 3] n 维 单位 球面 S* 是 = 维 微 分 流 形 . 
利 困 " 滋 积 "可 以 产生 新 的 微分 流 形 : 
o 引 理 11 AMAN DAE m REA n 维 的 微分 流 形 , 对 应 的 微 
AE Uu 和 ir。 出 拓扑 积 M x 是 所 十 = 维 微分 流 形 , 其 微分 
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结构 可 由 
U= ((U X Vsp X $); (Usp)E Uus (Vb) EU (1.5) 
确定 ,其 中 
Cp XP,9) — (P) A) ER" XB" pe M,46 N (1.62 
am x 一 0 ; 
[814] RR 中 加 koir gen ŽEH 
的 y> z 平面 上 的 一 个 圆 , 它 绕 X 轴 旋 转 得 到 一 环 面 , 记 为 12, Bb 
么 环 面 T 是 一 个 2 维 微 分 流 形 ， 这 是 因为 TS x st. 
[ 例 5] 光滑 的 锥 面 并 不 是 微分 流 形 , 除非 此 欠 面 为 过 原点 
的 平面 . 
但 如 了 为 光滑 锥 面 , 则 T\{0} 是 微分 流 形 .。 
定义 1.4 设 {Us。;at I} 是 拓扑 空间 对 的 一 个 开 履 盖 ， 如 果 
对 任何 点 pe M 都 存在 一 个 ?的 邻 域 Z， 使 得 {oa; we I, UN 
U+ 由 是 有 限 集 , 则 称 这 个 开 柳 盖 是 局 部 有 限 的 . 
定义 15 设 (Uja€ I) W {Vp; pe 1 是 拓扑 空间 M 的 丽 
个 开 要 盖 , 如 果 对 任何 8€ J .都 有 ce 1 使 得 
VCU, (1.7) 
则 称 (V age JY 是 (U. 7} 的 一 个 细 分 . 
定义 16 如果 拓 扯 空间 M 的 任意 一 个 开 履 盖 都 有 一 个 局 部 


有 限 的 细 分 ， 则 称 邓 是 仿 紧 空间 . 
定理 11 微分 流 形 MW 是 仿 紧 的 、 


52. C° 函数 、C" 身 射 和 微分 同 豚 


定义 2.1 设 M 是 # 维 微分 流 形 ，f: M 一 及 是 一 个 映射 
如 果 对 任何 点 pe M， 存 在 ?的 坐标 邻 域 (U，qp), 使 得 函数 
feo 在 点 pO) 是 无 穷 次 可 微 的 ,那么 就 称 了 是 流 形 M 上 的 c= 
‘R. 


这 样 定义 的 C” 函数 了 SER BP MEBI. Bp 
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BIEC, WERDEN ERARE ECR ERE 车 
(7,%) 是 另 一 个 点 的 坐标 邻 域 , 则 在 KUNY) 上 
pgm (fog De(g°#"1) (23) 
显然 它 在 40) 也 是 无 穷 次 可 微 的 。 
C 函数 的 代数 和 与 乘积 也 是 c= 函数 , 所 以 它们 组 成 了 一 人 ^ 
可 交换 的 代数 ， 记 作 CM). 有 了 时 我 们 也 考虑 只 在 一 开 集中 定 
义 的 C” 函数 ,在 这 些 C” 函 数 中 ,除去 俩 为 常数 这 一 平凡 情形 外 ， 
有 * 个 是 最 简单 的 ,它们 就 是 所 谓 坐 标 函数 G 一 1，，…。m)。 对 
任何 点 ee M 的 坐标 邻 域 (59)， 它 的 局 部 表示 是 
zog tip(UI>R (xop (pp) = xlp) (22) 
类 似 于 拓扑 空间 那 祥 ,我 们 有 微分 流 形 上 的 函数 分 离 性 定理 。 
定理 2.1 RME” 维 微 分 流 形 ,F 是 M 的 开 集 ,K 是 MM 的 紧 
RH FNK 一 了， 则 存在 C” 函数 f: M — R, fE fhem 1 T 
f= 
推论 2.1 设 避 是 微分 流 形 必 的 开 集 ，f€ C~CU)， 则 对 如 中 
任意 给 定 的 点 p, 都 存在 的 邻 域 VCU 和 fE CM) 使 得 
f EVE 
A= Í, A UM. (2.3) 
定义 2.2 一 族 定 义 在 微分 流 形 好 上 的 C 函数 (Y 如 果 满 
足下 列 三 条 件 
G) LSO (PEM), 
(2) (supp f) 是 对 的 一 个 局 部 有 限 开 履 盖 ， 


G) Do) 一 1 (PEM), 


则 称 G) 为 M 上 的 一 个 单位 分 解 。 
定义 23 ik {Uosa€ J EMOFEŽ. 如 果 存 在 M 的 一 个 
单位 分 解 [hh ERIEN v 都 有 0 使 
supp CUa (2.4) 
则 称 (,) 是 来 属于 开 履 盖 {0。; ae 1} 的 一 个 单位 分 解 。 
定理 2.2 (单位 分 解 定理 ) 对 人 微分 流 形 对 的 任 一 开 覆 盖 {Ue; 
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e€ 1}，。 都 存在 一 个 隶属 于 它 的 单位 分 解 . 
定义 2.4 设 M 和 都 是 微分 流 形 . 我 们 说 F:MN R C“ 
KARIEN A PEM, FE PERY (Up) 和 F) 
的 坐标 令 域 Vp), EE 
F(U)CV H goFog': p(U) > $V) (2.5) 
是 C” 的 , 通常 称 eoFop"t 为 F 的 局 部 表示 . 如 果 pU) KE 
标 是 zx， 由 CV》 的 坐标 是 yeay” MY 


(poFop G... aa) m Cytata y”) (2.6) 
其 中 
y= Pla") 一 1 (2.7) 
是 也 个 无 穷 可 微 的 函数 . 


定义 25 如 果 也 是 敏 分 流 形 MO, N 2 BL ID FI ES IB 3l, F 55 
FERE C= 的 ， 则 称 了 为 徽 分流 形 M 到 N 的 C A. WAMA 
之 间 存 在 伍 分 同 胚 肤 射 , 则 称 M 和 N RAYS. 


83. 切 空间 与 余 切 空间 


一 、 切 空间 与 切 映射 


设 M 是 一 个 4 维 微分 流 形 ，pe M。 如 为 ?点 的 一 个 开 邻 域 。 
C>(U) 为 在 UU 上 定义 的 所 有 C 函数 全 体 . 在 CU) 中 ,引入 
如 下 的 等 价 关系 : Vk po p: € C”(U)， 如 果 存 在 开 邻 域 VPE 
VGU, EEV Ep: = po IER pi 与 p; 是 等 价 的 , 记 为 ps ~ Pas 
将 CU 按 等 价 关 系 “w” 作 商 得 到 的 集合 记 作 C”(p), 则 它 是 
一 个 可 交换 代数 . R 可 以 看 成 是 它 的 一 个 子 代数 . 

定义 3.1 设 对 为 给 定 的 微分 流 形 ，PE M, X,: C”) — R 
AME FIRR A: 

G) 线性 ”对 任何 a pER 和 f,g€ CO 都 有 

X,(af + pg) 一 aX, + BXog， (3.1) 

(2) Leibniz 法 则 对 任何 f,g€ CO) 都 有 

X,(fg) 一 8 的 Xef + Fp) Xog, (3.2) 
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则 称 X, 为 M 在 ?点 的 一 个 切 向 基 。 在 于 点 的 所 有 切 向 量 集合 
TM) 上 定义 运算 
(Xs + Yf = Xf + Yo fe C%(p) (3.3) 
(oxXp)f = aX,f e€ R, f€ CCp) (3.4) 
可 得 一 个 向 量 空间 , 称 为 M 在 ”点 的 切 空 间 . 
设 Fi M>N 是 C> 映射 ，pE M， 则 我 们 可 以 用 下 式 定义 
一 个 CFO) 到 CO) WORA F*;: C%(F(0))— C™(p)， 
F*f= feF J€ C°(F(2)) (3.5) 
称 它 为 映射 的 后 拉 . 
易 知 PFE CO), B. F* Jë CFO) 到 cG) 的 一 个 
F. 
由 请 还 可 以 引出 一 个 从 切 空 间 T,(M) 到 T; (N) 的 映射 
DF (或 记 Fa): TAM) 一 Trw(N)， 其 定义 为 
DF(X,)f = XAF*) X,€ TAM), J€ CFCp)) (3.6) 
我 们 称 它 为 肌 射 下 的 切 映射 或 前 推 . 
可 以 验证 如 此 定义 的 DF(X,) 确实 是 FO) 点 的 著 矢 量 。 
且 切 映射 DF 是 TM) 到 Tro) 的 同 态 . 
定理 3.1( 链 或 法 则 ) 设 F: L— M, G: M->N 都 是 C” 
映射 ， 则 
D(GoF) 一 DGoDP (3.7) 
推论 3.1 如果 F; M>N 是 微分 同 旺 映射 , 则 切 映射 DF 
是 TXAM) 到 T; (N) BARRA. 
所 以 , 若 (Usp) Ern 维 微分 流 形 ML 的 一 个 坐标 邻 域 , pe U, 
则 FP 是 微分 流 形 如 到 pU) 的 微分 同 胚 英 射 。 再 由 推论 3.1 可 知 
T,(M) = TU) 与 Tye(p(U)) = Too CR") 同 构 . 
定理 3.2 z PER’, H| TR) 与 R" 同 构 . 


事实 上 ， ogir RTR WWAN TR) 的 基 。 


总 B= 
推论 32 dim T,(M ) ~ dim M , 
WAR n ERIRE, pe M, (U, p) 是 了 点 的 坐标 邻 域 ， 
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X,€ T,(M), Mi po: Tow(R*) -> TiM) 是 闻 构 映射 , 必 
存在 Xsw = > Gie Bfe Ton (R°) 使 得 
Dp (Xaw) = Xe 
于 是 对 JE C 有 
Xot 一 Dp Xan) 
— Xp 
一 Kee(fep 


= > “A Goun (3.8) 


显然 . . 
Xe G=. ean) So 


称 (oo ax EuRER (U, e) TARDEN. 此 
可 见 世 向量 就是 R 上 的 方向 导数 在 流 形 上 的 推广 。 


利用 Tow(R") EAA Ea ogir TAA TM) 上 的 


基 : 
Es— Dy (2) G= 1,--..n) (3.10) 
= 368, MRR e CnCp) 将 有 
X, 一 Xem GD 
8 i 
-Sevr (8)o 
一 Jad A -> Criop™) lpo = o 
所 以 


Xp = D, Xor I Bip (3.11 
i=l 
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因此 TM) 中 切 矢量 x, 在 上 述 基 下 的 坐标 是 
a = Xpat(i 一 1 0) 
定理 3.3 设 F:M>N 是 C” 映 射 ，(U,p) 7 A) 分 
别 是 M 和 在 点 ?和 FO) 的 坐标 邻 域 . 若 F(U)C V H go 
Fog -3 9(D) 一 以 了 7) 是 C” 的 ， 记 其 局 部 坐标 为 《2 z") 
和 《y!,…,y*)， 则 切 映 射 DF TRA m X n SEE 


(2) 
Bri) wa<mnqi<n 


(3.12) 
称 此 短 阵 为 DF 在 兴味 争 霹 《D0)。CV 5》 下 的 忆 部 泰 示 ， 
= kWa 


定义 3.2 设 M 为 给 定 的 微分 流 形 , 称 M 在 p 点 的 切 空间 
T,(M) 的 对 侦 空间 为 M 在 ? 点 的 余 切 空间 ， 记 为 TEM), FD 
TCM) H TaD EARREZE oo， 
: TAM) 一 R 组 成 
我 们 称 o 为 和 分 江洲 在 ?点 的 余 切 向 量 ， 
因为 dim T,(M) = dmM, £ dim TXCM) 一 dm M。 又 如 
果 TM) 有 一 组 基 Eol 一 1,…,n)， 取 ol € TE (M), 使 得 
w (E) = ò ge 1 (3.13) 
则 ob... op 组 成 了 TCM) 的 基 ， 称 之 为 与 T,(M) 的 基 
{Emi m= 1 sz] 相对 应 的 TICOM) 的 对 偶 基 , 于 是 任 一 aE 
TIM) 便 可 表 成 


T= s bo, (3.14) 
m 
将 它 作用 到 Ep 上 可 得 
B = oEp) 人 一 1 (3.15) 


Xt f: M —R È CRR, PEM. EX df: T/,(M)— R 

为 
dX) = Xof 《XeETe(MD)) 《3.16》 
竺 别 地 ,如 果 计 为 R" 中 的 开 集 U, pe 避 ， 显 然 坐标 函数 x; 
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R 一 R R C 函数 ,因此 dxz'e TE(R"), 而 


a (2)- 2-a (3.7) 


这 就 是 说 2, dw" 是 对 应 于 基 ono. B 
对 任何 je C~(U) 有 
= 5 2L 
df > Br dx (3.18) 
它 与 古典 分 析 中 的 形式 完全 一 样 。 
对 于 一 般 的 微分 流 形 M , 若 PEM, (Usp) 为 点 的 坐标 名 
域 , 利 用 切 向 量 X ETM) 的 局 部 表示 
x= > “| D92276 = X, 
可 以 导出 余 切 向 量 o 的 局 部 表示 .事实 上 ,借助 于 
De T;e(R°)— TKM) 


的 对 偶 映 射 
(De ty: TEOM) —> Tio (R°) 
oA Xp) = (pX p) = (ap Do XD 
= (Do Te Xg) = Tp Kom) 
其 中 oow 一 (De Yes € Tšo XR”), EIDDR ER. 
s Dy bida: (3.19) 


i=1 


而 


#= opn (B) = Es) G= 1.59) (820) 


5) 为 op EIRE (Us p) FDR. 
W 《Dg),(V ,9) 为 pe M HA TERDR RIS BDA 
E X, 和 余 切 向 量 o 的 两 种 局 都 表示 的 关系 . 
将 坐标 变换 peg!; pCUNV)>p(UNV) 和 pop; 
AUny) 一 pLUNy) 分 别 表 成 
.221 


y = yG.) G= ln) 


和 
a Cytaea y") Gleen) 
则 易 得 
S Bri Oy Or aj 
AH Dy or Ox 
记 
Bi.. By 
Ox! ðr 
A= (2) 一 | ......... 
ôr 9"... Oy" 
Ox! Bx” 


HAE Xe 在 两 个 坐标 邻 城中 的 局 部 表示 分 别 且 


和 Si 
>e m Se 


i=l t=1 


则 由 
OV O08 (~ 
ar È ay Cm ln) 
可 得 
(5 Sy 8. 
2 Fa -$o (> Oxi a) 
- (e) 
于 是 
| a ð , 
n= Da rx: G= 1, een) 
或 记 为 


bm Aa 


我 们 称 切 向 晤 局 部 坐标 的 这 种 变化 规律 为 反 变 关系 . 


(3.21) 


(3.22) 


另外 , 若 设 余 切 向 量 o, 在 两 个 坐标 邻 域 中 的 局 部 表示 分 别 是 


Dodi 和 人 Bidyi， 用 类 似 的 方法 可 得 
i= ial 
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a= Ske (3.23) 
u= 21 an 


或 记 为 
BAe (3.24) 
我 们 称 余 切 向 量 局 部 坐标 的 这 种 变化 规律 为 共 变 关系 ， 


=, 反 函 数 定理 与 陷 函 数 定理 


引 理 3.1 (古典 的 反 函 数 定理 ) WÈ R 的 开 集 , FEW 
R" 的 C” 映射, ac W, DF(a) 是 非 退 化 的 年 阵 ， 则 存在 “的 开 
邻 域 上 使 得 

i) V = F(U) 是 开 集 ; 

i) FE U>V RAAR: 

Hi) # x€ U, y= FEV, WJ DECO) = (DEFOE 
将 它 推 广 到 流 形 上 ， 有 

定理 34《〈 反 函数 定理 ) 设 M 和 六 是 * 维 微分 流 形 。 了 是 
M 一 N 的 C* 上 映射， PE M, BORN DFO) 是 TM) 到 
Yee(N) 的 同 构 , 则 存在 ”的 开 邻 域 wm 使 得 

i) V, = F(U.) 是 N 的 开 集 ; í 

Hñ) FÆ U,— V, RADEI. 

定义 3.3 设 M 和 NN 分 别 是 = 维和 w 维 微分 流 形 ，F: M—N 
是 C" 上 映射 ，Pe M， 如 果 存 在 ?的 开 邻 域 吕 使 得 F(U)C V 是 
人 的 开 集 , 且 了 是 也 一 了 的 微分 同 有 是 , 则 称 卫 是 点 的 一 个 局 部 微 

推论 33 设 了 是 M 一 N 的 C“ 碳 射 , 则 了 是 点 的 一 个 局 部 
微分 同 胚 的 必要 条 件 是 DF: T,(M)— Tro) 为 同 构 喘 射 ( 即 
s= m = DF 局 部 表示 的 秩 ). 

由 于 反 函 数 定理 只 是 一 个 局 部 的 结果 ， 所 以 尽管 正在 每 一 点 
都 可 以 是 局 部 第 分 同 肽 、 但 它 也 可 能 不 是 一 个 整体 的 微分 同 胚 。 
如 下 ; R'— $, F(s) 一 《cosx, sinx), RE -AARMA RE 
并 不 是 一 个 整体 微分 同 肽 ， 因 为 它 不 是 一 对 一 的 ， 
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定理 3.5〈 障 函数 定理 ) 设 M 和 NN 分 别 是 m 维 和 + 维 微分 流 
JÉ, a >n, F: MN È CRI, oE FCM) 
记 
M, = {PE M; F) = qo} (325) 


又 设 对 对 "中 每 一 点 P. DFO): T,(M)— TewCN) ER MM 
Mo 有 一 个 微分 结构 ,其 拓扑 是 M 在 Ms* 上 导出 的 相对 拓扑 ， 
dmMo = m —n, 并 且 Mo EMHI idu, 是 C” 的 


$ 4. 流 形 上 的 向 量 场 


一 、 向 量 丛 的 概念 


定义 41 EB EWA Hausdorff 拓扑 空间 ,x 是 E 到 BB 上 
的 一 个 连续 映射 我 们 称 (已 ，B。z) 或 也 是 一 个 向 景 从 ,其 中 卫 称 
为 全 空间 , 户 称 为 序 空间 ,= 称 为 投影 映射 ，Ee 称 为 = 处 的 纤维 ， 
z: 则 称 为 迁移 甬 数 ，{CU。4)} 称 为 局 部 乘积 结构 如 果 漠 足下 
列 三 个 条 件 : 
《1) 对 任何 <€ B, w(x) = .是 # 维 向 量 空间 ; 
(2) 对 任何 z€ B, FE x —4 53 U Tall lek A 
h: (U) — U x R" (1) 
E ACE.) 一 {x} x R" MERA 
A: Ežo (z) x Rs?" Rs 
是 = 维 向 量 空 间 之 间 的 同 构 .从 而 - 
Ke) 一 (zz)) = (alv) h Co) ee E;; (4.2) 
(3) 如 果 UNU = @, WIA FASE KOE 2k 3 gu 
hb: (U, U) > (U, U) x R° 
hj z (U, U) > (U, U i) x R° 
M: E,—R 
hj: E, >R" . 
所 以 gal) 一 好 os 好 "; R* 一 BR" 属于 GL(n, R)， 由 此 得 到 的 
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映射 
UN VU; —> GL(n,R) 《4.3) 
记 为 gm 我 们 要 求 它 是 连续 的 . 
显然 迁移 函数 [guy 具有 下 述 性 质 : 当 z€ UNUNU, W, 
有 gú(z)oga (z) 一 gt(z)。 这 表示 粘 接 时 不 会 发 生 了 矛盾， 中 此 
可 得 


gG) = 1, gal) = gile) (4.4) 
=. WA 
BM R n 维 微分 流 形 ， 记 
T(M)= U TM) (4.5) 


我 们 定义 一 个 TYCM) 到 M 的 喘 射 x; 
(Xp) = P, X, € TM) (4.6) 
称 为 投影 喘 射 .在 T(M) 上 引进 微分 结构 . 它 的 坐标 邻 域 可 以 
REZE: WW (Usp) 是 M 上 微分 结构 里 的 一 个 坐标 邻 域 , 记 
Ü == (U), 对 Xe Ë, 有 PEU, X,e TM). $e ADA 
部 坐标 是 《x!,…,x")，Xs REBBIE (osteta a"), FERAS 
$: Ü — pU) x RCR x R° (4.7) 
POX) = es ts a") 
显然 它 是 一 对 一 的 , 名! 存在 .另外 
mog = pox (4.8) 
moğ lro = TaM) | R 的 一 个 同 构 
注意 到 对 任何 R° 的 开 集 7 Í 


Cop) = U 1X;;G6s@)|z,a6X, € Ww} 


我 们 可 以 在 TM) AHNE A (op) Ww) 都 
是 开 集 , 则 旬 和 -都 连续 ,因而 名 是 条 到 pU) x R° WAR, 
(Ü, p) 成 为 TCM ) 上 的 一 个 坐标 邻 域 。 显然 TCM) 是 
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Hausdorff 的 ,而 且 由 于 M 和 R" 都 具 可 列 基 ，7(M ) 也 有 可 列 某 - 
Xin (U, p) 和 (V, p) 是 夺 的 坐标 邻 域 ，DnPF +Ø, WJ 
(8, p) 5 (F, ) 是 C“ 相 容 的 ， 当 Dn = (unv), 
Xe GNP 时 

Q(X,) 一 《zl ttep" pat, pa") 

PK) = (ytst ayaba tta b") 


而 
fop: pAUNP) x R” — UNV) XR 
即 
Go xys sa) = yy sy sbatta b") 
因为 O'rt) 一 popa, 22) 是 C* 的, 另外 由 


8r.. Oy 
Br z) / e 
Pi y. Oy A a 

8 Or” 


B a WO... rat. a") ABR C” RRA Dp) 与 (他 有) 
是 C" 相 容 的 . BEI 11, (Ü, p) W, p) 是 邓 的 坐标 邻 
域 ) 定 义 了 T(M) 上 一 个 微分 结构 ,使 T(M) 为 一 个 22 维 微分 
流 形 。 
现在 在 T(M) 上 给 出 局 部 乘积 结构 。 使 它 成 一 向 量 从 ， 取 
T(M) HAZM, MARZE ER z: T(M)— M 定义 为 
aK)—p X€ TM) (4.9) 
于 是 O) 一 T,(M) 都 是 4 维 向 量 空间 . 对 任何 pe M, 有 M 
的 坐标 邻 域 (U, p) 及 对 应 的 T(M) 的 坐标 邻 域 (D, ç), B 
d= (9 id)op, MI 
PTAMIC{P} XR peU (4.10) 
且 由 关系 
au) = Ü par) Ey x R" 
可 见 % 是 U) AU x R" LRAERK. 最 后 当 两 个 坐标 令 
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域 Usp Ung) 有 U, U, = @ 时 ,对 应 的 


8... 67 
Ox! Bx" 
Bop | a... € GEC, RY- 
8r... 8" 
Bz! Ox" 
显然 
gap) 一 pogi (4.11) 


是 UNU > GL(5,R) 的 连续 映射 , CRE TM) LOEBA 
8]. 

向 量 从 7 (M) ROS WROEMIOSDA. 
三 、 余 切 从 

设 M 是 # 维 微分 流 形 ，pe u, TEM) 是 ?点 的 余 切 空间 ， 


Ù 


T*(M) = U TM) (4.12) 


a 
与 切 从 类 似 ， 我 们 也 可 以 在 它 上 面 给 出 一 个 微分 结构 ， 使 之 成 一 
2 = 维 微分 流 形 , 且 对 它 可 赋予 一 个 向 量 从 结构 ,我 们 称 此 向 晤 从 
T*(M ) HRPA. 


m. 向 量 场 
定义 42 “= 维 微分 流 形 M 到 它 的 切 从 TCM) 的 一 个 C” 映 
射 X: M 一 TCM)， 如 果 满 足 
xoX = idy a13) 
则 称 X 为 M 上 的 一 个 C” SUORAA TO) 的 一 个 C” 截面 . 
定理 4.1 设 X 是 M 上 的 C= 向 量 场 ,0U 是 M 的 开 集 , F€ C” 
(U), WAR 
(XpDG)= Xof PEU (4.14) 
RT CU) 
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55. 流 形 上 的 微分 形式 


一 、 外 代数 
定义 5.1 设 E 是 # 维 实 向 量 空间 . 函数 
T; E= Ex... X E—R 
— 
如 果 满 足 


Tee so + Pyro taar) 
= AT laast st) BT is) 
Gi=1,.,+) (5.1) 

则 称 了 为 REEM. 

r 线性 函数 按照 通 常 函数 的 加 法 和 数 与 函数 的 乘积 组 成 一 个 
向 量 空间 , 记 作 ZE). 

定义 52 TE RER, S RIEA, B r + * 线 
性 函数 

了 TGSCz， sr ts) 


= Tt tS rr ss) (5.2) 
AT 5 s RRR. f 
按 此 定义 我 们 有 
T@(S@R) — (T@s)@R =~ TQSQR (53) 
T@(S + R)= TQS + TQR (5.4) 
(T + S)QR = TOR + SQR (5.5) 


注意 ,一 般 来 说 ，T@5 = ST. 
引 理 5.1 设 cs g. 是 E 的 对 偶 空间 E* 的 基 , 则 r 线性 
ARREA 
{a Do; Sitti S ni (5.6) 
组 成 了 S#(E*) 的 基 , 所 以 dim S#,(E*) = m. 
定义 5.3 + 线性 函数 了 如果 对 任意 1 < i, i < r BE 
Trg KX) 
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me — T Crt zj (5.7) 
则 称 为 反对 称 的 
典型 的 反对 称 线性 函数 就 是 阶 行 列 式 . 对 任何 -- 个 + 线性 
函数 都 可 以 用 下 面 方法 构造 一 个 反对 称 的 r 线性 函数 与 之 对 应 
我 们 记 5, 为 个 元 素 1,…, 7 RERE, H x€ s, 记 
1 AREH 


m-f sns es 
设 we SGT E RERI A 
(as = Tenn sn) (53) 


这 也 是 一 个 + 线性 函数 ， 它 具有 下 述 简单 性 质 ， 工 为 反对 称 的 充 
要 条 件 是 


T" = (sgo x)T (5.0) 
对 于 通常 的 函数 加 法 有 
(T + s)” =T + s" (5.11) 
另外 ,对 e€ s, 有 
CTY Ceist z.) = T(x,ays ttp) 
= Taupas" t steph) {5.12) 


RUA Y = T”. 
定义 54 TES E 按 下 式 定义 A(T): 


Alt(T) 一 一 r (sgnz)7” (5.13) 
ACT) 是 反对 称 * oa ,这 是 因为 
[Ar(T)j = — iD sgo x(T")” 
Er Tm n r 
rl mes, 


= sgn p > sgn( xo p)T 
r 


- Lsgn P > sgn rT" 
r! TESr 


== sgn pAl( T) 
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反对 称 -线性 函数 全 体 组 成 了 纪 ,(8*) 的 一 个 子 空间 , 记 作 
ACE"). 
定义 55 如 果 TEACE*), SE A(E*), & 


TAS = ARCTOS) E Art(E*) (5.14) 
称 为 了 与 3 的 外 积 。 
对 于 外 积 ， 容 易 证 明 以 下 的 性 质 : 
# ACT) = O, W 了 AS 一 SA7 一 0 (5.15) 
CrAS)AR= TA(SAR) (5.16) 
TATA AT, = ATOTO OT) (5.17) 


引 理 5.2 dim A"(B*) 一 的 (=c A. Non 1< 
i <... <i 是 A(E*) 的 基 。 
推论 5.1 # Te A(E*), SE A(E*), MJ 
' TAS—(—1SAT (5.18) 
推论 5.2 A"R"*) 是 一 维 的 ， 和 任何 R° 上 反对 称 4 线 性 函 
数 都 与 ”个 ” 维 向 量 组 成 的 = 阶 行列 式 只 差 一 个 因子 而 当 r> 
atir 重 指 标 T 中 至 少 有 一 个 要 重复 , 故 ó = 0, TE 
A(E*) = {0} 
我 们 把 定义 在 3 上 取 常 实数 值 的 函数 记 作 4XE*), 则 
A(E*) = R， 它 是 一 维 的 。 将 外 积 推广 到 4%E*) 与 4 E*); 
chom eo cE M(E*), c€ A(E*) (5.19) 
则 推论 5.1 仍 成 立 . 
考 碟 直接 和 
A(E*)— AXE*)Q@AYE*)O:::@A7(E*) (5.20) 
在 它 上 面 取 外 积 作为 乘法 , 则 ACE*) 为 一 非 交 换 的 结合 代数 , 单 
位 元 素 为 1, 而 维 数 为 2", 通常 称 ACE*) 为 外 代数 . 


二 、 微分 形式 
BME n ERDRE, TYM) ERREA. B 


AM) = U ACTECM)) (5.21) 
PEM 
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$P KATE. 
定义 5.6 对 4 维 微分 流 形 M 及 它 的 余 切 外 办 从 ACM), W 
zz 是 由 ACM) FM ERRE. 考虑 映射 - 
w: M — AM) 
如 果 满 足 
now = idu (522) 
即 
olp) E ACTHM)) PEA 
Miko EM ERDA Ek. ERER RA CRA Xes 
Xi 函数 
olXis tX) M >R 
wo Xi XOP) 一 Xn Xn) (5.23) 
WE C" 的 , 则 称 是 一 个 微分 形式 ， 在 不 致 混淆 的 情况 下 , 也 
可 简称 为 和 形式 ( 余 切 外 宕 从 AM) 上 的 C” 截面 ). 
REMED (U, p), W (x,…,x") 是 pU) 


的 坐标 ， ra vE E Ts(M) 的 基 , det... s. dan 是 TECM》 
里 的 对 偶 基 ， 则 
{drn A. Ndr, 1 EN i (5.24) 
是 AKTXCM)) 的 基 , 因 此 有 局 部 表示 
中 一 oj 人 dx (5.25) 
1 aa 
因为 
ae to 总 >... ren ye, +. r 28) (5.26) 


所 以 w 为 所 形式 的 充 要 条 件 是 每 个 aa (n, ye CU 
根据 前 面 外 代数 的 讨论 ， 我 们 有 
定理 5.1 在 所 有 微分 形式 组 成 的 集合 4M》 上 可 以 定义 一 
个 满足 结合 律 的 乘法 一 一 外 积 ; 若 ” 是 丰 形式 0 是 1 形式 , 则 
《oA6)(Cp] 一 wlp) A0(2) (5.27) 
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是 十 i 形式， 它 满足 

aha = (—1 Y0 A . (5.28) 
所 以 是 非 交 换 的 ,又 易 知 外 积 满足 结合 律 ， 所 以 AM) 构成 非 交 
换 的 结合 代数 . 


三 、 形式 的 后 拉 


设 M 和 都 是 微分 流 形 ，F: M 一 N 是 Ch 映射, 作为 N 上 0 
形式 即 N 上 的 C“ 函数 的 后 拉 , 已 在 $ 3 里 定义 .对 N 上 的 形式 
olk > 0), 定义 它 的 后 拉 即 M 上 名 形式 F*o 为 
F*o(p) XX... KE) = DE OVCE GNX KR) 

= e(F(e))XXDF(2)X,,--*,DF(2)X,) 
. . (5.29) 

AP X, X, 为 T (M) 中 的 任意 元 素 ， 由 此 可 见 , 这 是 一 个 
反对 称 的 & 线 性 函数 ， 属 于 4 六 M7)。 从 局 部 坐标 可 以 看 出 
F*o 是 M 上 的 形式 , 称 为 N 上 多 形式 w 的 后 拉 。 
m. 外 微分 运算 

在 代数 AM) 上 还 可 以 进行 外 微分 运算 . 

定理 5.2 设 M 是 * 维 微分 流 形 ，ACM). 是 M 上 的 由 外 形式 


所 组 成 的 代数 , 则 存在 唯一 的 线性 映射 du: ACM ) 一 ACM ) 使 得 
(CD 著 fe ACM) = CM), H) duf = df C F RRA 


(5.30) 
(2) Æ oC ACM), 9€ A'( M), D 
dula N9) = duo NO + (—1 Ye A dO 6.31) 
G) dm0 (5.32) 
定理 5.3 jk F; M>NE Cki 
F*ody = duo F* (5.33) 


定理 5.4 (Poincarë 引 理 ) ik UE R° HARR, oE AU), 
k2> 1,46 一 0， 则 存在 9e AU), 使 有 dð =w, (534) 
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附录 三 渐 近 展开 


大 家 知道 ,一 个 级 数 不 一 定 收敛 于 某 个 函数 ,而 一 个 函数 《 即 
使 是 c= 的 ) 也 不 一 定 能 展开 成 某 种 特定 形式 的 级 数 , MEAR, 
但 是 在 很 多 问题 中 (例如 考虑 变 系数 微分 方程 的 解 ) 却 往往 需要 芳 
忠 函 数 的 级 数 展开 ， 这 里 磁 到 的 一 个 很 大 障碍 就 是 级 数 不 一 定 收 
伍 , 为 了 克服 这 一 困难 ,分 析 中 便 出 现 了 渐 近 展开 的 理论 . 

渐 近 展开 的 研究 始 于 Poincaré 与 Stiejes。 其 目的 是 将 某 一 
函数 近似 地 (在 某 种 意义 下 ) 展 成 一 个 级 数 ，、 并 考虑 此 级 数 与 该 隐 
数 之 问 的 关系 。 


Š 渐 近 展开 的 概念 


定义 11 柄 数 序列 {gpa(x)} 当 z— x 时 称 为 是 一 个 浙 近 

序列 ,如 果 对 任何 z, 关系 式 
Palt) = o(e(z))》 z— x (1.1) 

都 成 立 . 

定义 1.1 中 x 一 *。 世 可 以 替换 为 > 一 co。 

[ 例 1 IG — x)') 当 x 一 zo 时 是 一 个 渐 近 序列 。 

[ 例 2] {1/x"} 当 = 一 ç 时 是 一 个 渐 近 序列 . 

[ 例 3] (¿2/z°) H z — co 时 是 一 个 渐 近 序列 . 

定义 1.2 设 {qn(x)} 是 一 个 渐 近 序列 ，f1(x) 是 某 一 函数 ， 
如 果 对 任何 N 都 有 


1) 一 Sap) + o(@x(z)) (z-— =) (1.2) 
则 称 形式 级 数 D) apl) EIO Ha ati- 
m 
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并 记 作 

fa) ~ Dy ap) Gn) a3) 

显然 , 潮 近 展开 式 早 的 那些 系数 .a 可 以 通过 《1.2) 用 下 面 的 递 推 

ARRAK 

an= Em [fe — Dy apala) | / $a = 13251) (14) 

内 此 一 个 渗 数 按 某 个 渐 近 序列 的 浙 近 展开 是 唯一 的 ， 但 是 反 过 
来 ,同一 个 形式 级 数 

D apale) 


动 可 以 是 不 同 的 函数 的 渐 近 展开 。 实 际 上 , 给 定 一 个 * -> a R 
渐 近 序列 《gu(z)}， 我 们 便 可 以 在 函数 间 建 立 起 一 个 等 价 关系 
JG) ~ ge) 所 > 对 任何 = 都 有 f(x) 一 ge) 一 o(pu(e)) 


(x x) 


如 果 JG) 的 渐 近 展开 存在 , 则 由 于 
a= imf KD — D or] [oo ` 
iG = lim [o 一 > angin(s) + oC pal) AG) 


-ilo 一 > aspa (2) |/ p 
(m= 1,25) 

这 表示 等 价 于 '1(*) 的 函数 g(x) 也 有 同一 个 渐 近 展开 ， 反 过 来 ， 

如 果 Kx) 与 G) 有 相间 的 渐 近 展开 ， 它 们 必 等 价 ， 所 以 一 个 

寡 近 雇 开 式 就 代 开 了 一 个 函数 等 价 类 . 


1 S mi Q> 
L94] Tyr ÈD = 《 œ) 
由 于 ' 


. x” 
lim —— =Ü =1.2,-.. 
Hm Eos O Gl.) 


nge 


1 — Ç ol 
TZ ~ON P. (z— œ) 


定理 1.1 (Borel AR) 对 任何 给 定 的 序列 {ac}。 总 存在 
{E€ CR), 使 得 
1) ~ Slam (e — o0) (1.5) 


VE, 取 pe cR), 使 得 
Op El 
0 zgi 
e) =Í, > 
我 们 令 
四 Ë “O G 
JG) 一 | ° x i 1.6 
Den)/* r= 0 
由 于 对 每 个 140, 级 数 只 有 有 限 项 不 为 零 ， 所 以 JG) 有 意义 
H f€ C~(R), 而 由 
limar 一 > sI] 


-e jeb) 
+ 


SX Ntl 


x Nl lan | 
(57) |< 
(n> N + lx 2 27ta) 
(1.7) 右 端 出 现 的 级 数 收 伍 ， 所 以 《1.7) 极限 为 0， 这 就 表示 
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K) ~ pa (z— eo) 
定理 证 毕 ， 
注 . 设 fe C=(R). ER 
a= LQ) (am 0,1,2,1) 
n! 
则 C) H z — 0 PRES WCOR RF AAE CEARA 
= PEPCO) ya 


a=0 n! 


$2. 浙 近 展开 的 简单 运算 


为 讨论 简单 起 见 ,我 们 只 考 弄 渐 近 序列 为 (=) 《x 一 0) 的 情 
形 ， 定 义 形式 级 数 的 加 、 R 复合 运算 如 下 。 


定义 21 设 4 一 Be > B= > b," 是 两 个 形式 级 数 ， 

它们 的 和 4 十 RERAN xa, +b, ye ， 它 们 的 积 48 是 形 
式 级 数 Žie > 其 中 

Ca = D aiba Gn = 0,1,2,...) (2.1) 

显然 ， 形式 级 数 【二 0.x 二 0 .并 二 … 具 有 单位 元 素 的 位 

质 A: 1 一 1. 4 一 4. 另外 ,对 形式 级 数 a= È a, 只 要 

o 六 0， 就 可 以 求 得 形式 级 数 。 4 一 Be > 使 得 AA“ 一 


A714 ~ 1, FRE h 
aobo = 1 
ač, + a |Ë = 0 Q2) 
ai + a,Ë, + abo = 0 


可 以 递 推 地 唯一 确定 E2 一 0,1,23). BE CERERA 


. 236 + 


组 成 一 个 交换 环 。 
如 果 形 式 级 数 B = X 中 à= 0, 我们 还 可 以 定义 4 
与 8 的 复合 40B. 为 此 对 每 个 不 ,可 作 形 式 级 数 
>. m= ai l+al B+ +aB 《2.3) 
显然 有 


Cas = Canai = Caer = 


Q Ca = Can (am 0,1,251), WESA ATHER. 


定义 22 4oB = Siew. (2.4) 
定理 21 设 4) ~A, BG) ~ B, 则 

(1) AG + BE~ À + B; (2.5) 
(2) Ax) B(x) ~ AB; (2.6) 
G) H a > 0 时 ,一 一 PIP 5] ~AT (2.7) 
(4) 当 而 一 0 时 ，4[B(e)] ~ 4oB。 (2.8) 


证 (2.5) 是 显然 的 。 由 
4 一 六 or 二 or) À 


B(x) 一 x biri + o(z") 
可 得 . 
AG 。 BŒ) 一 (> a + °G) (> bat + ee) 
= agho + (asb, + aibo)z + --* 
+ > (ab, - )x" + olx") 
(2.6) 得 证 。 而 由 B 
ALBC)]— > Ca’ = ALB )] 一 > a B: 


。237。 


+ Yai S C 
i1=0 i=0 
= o (B*) + Š C; =. 
= o0") 
知 (2.8) 成 立 。 最 后 , 设 
AG) ~ > anz” 


取 


FG) 一 , G) = 1 — 4G) 
ag 


1 
a(l — z) 
则 

F(G(z)) = —— IG 了 
而 通过 计算 ,不 难得 出 FoG =A ERER, 
定理 22 # AG) Ya, B 4O 存在 , 则 可 到 
项 积分 
fadoa ~ x= foart (2.9) 
证 。 由 于 
[A — a — at moa! Chl Cej <a) 
所 以 当 jca 时 ,积分 后 便 可 得 
N Or — a — Ho ... 


一 sa gh — o (zt) 


n +1 
定理 证 毕 。 
定理 23 若 AG) Zoor， AG) ~ por， 则 有 
加 一 (za 十 1)aor (na—0,1,2,..°) (2.10) 


e 233 + 


证 . 令 
by a 


A = AG) — (be ++ + =a) 


st 
如 Aa) = d'a) 一 Do 一 of 


而 由 中 值 定 理 


A.G) — ACO) = z + oÇ) — ofa") 


即 A ~ 40) + br + et ee 
注意 到 渐 近 展开 的 唯一 性 便 得 
bb = aar 
an= (a= 0,1,27) 


定理 证 毕 ， 


定理 表明 ,如果 AGO ~ Daa, 而 AG) 也 可 按 (°) A 


近 展 开 , 则 展开 式 可 由 原 展开 式 逐 项 微分 得 到 。 
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